
������������ ������� �� �������

��������� �� ������

������� ����� ����� �� �����

������� �� ������ �� �������� ��� ������������
�������� �������� � ����������� �� ��������

�������� ���������

������ � ������

���� � ����



�

������� ����� ����� �� �����

������� �� ������ �� �������� ��� ������������
�������� �������� � ����������� �� ��������

�������� ���������

���� ����������� �� ��������� �� ������

�� ������������ ������� �� ��������

���� ��������� ���������� ���� � ��������

�� ������ �� ������� �� �������

����������� ����� ����� �� �� �� ��������

������ � ������

���� � ����

��������� �� ������ � ����



��

����������� �� �����

������������ ������� �� �������

���������� �������
������� �� ���������� �������

������������� ������������ ����� ����������� �� �� �����

����� ������ ������� ����� ����� ���

������� �� ������ �� �������� ��� ������������ �������� ��������

� ����������� �� ������� ������� ��������� � ������� ����� �����

�� ������ � �����

��� ��� ��� ������

����������� ����� �� �� �� ���������

���� ���������� �� ������ �� ������� ����������� � �������

������ ������� �� �������� ��������� �� ������� ������� �����

������������ �� ��� � ����

������� �� ��� � ����

�� �������� ��������� �� ���������� �� ����� �� ��������� ��

������� �������������� �� ������������ ������������������� �� ���

�����

���� ���������

���� �� ���������





���

������ ���� ����
�� ��� ������ ���� �����

� ����� ��� �������� ����� � ����� ���� ����� ������

��������� �� ������ � ����



��

��������������

� ����� ��� ��� ���� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� ���� ����� �� �����
�����

�� ��� ������ ����� ���� ��� ���� ��� �� �������� ������� ��� ��������� � ����
�������� ����� ���� ��� �������� ��� �������� � ����� ������������ �� ���� ����������

� ����� ��� ��������� ��� ����� ������ �� ��� ���� ��� ���� �������� �� ��������
� ��� ���� �������������� ��� ��� ���������� ��� �������� ��� ���������� ����� ��� ��� �
��� ������� ��� ������������

� ����� ���� ������ ��� ������ ��� �� ������� �� ������������ �� ����� �����
��� ������������ �� ����� �� ������������� � ���������������� ��� ��� ���������� ����
���������� ���������� � �������� ���� ��� �����

�� ��������� ����� ����� �� �������� ���� ������� �� �������� �� ��� ��������� ���
�������� ��� ���� ������������ ���� � ��������������� �� ����� ��������� ��� ���
����������� ������ ��� ����� ��������� � ���������� ������ ��� ��� �������� ��� ��
����� ��������� � ������ ���������� �����������������

� ������ �������� ������� ����������� �� ������� ��� ������ ��������� ����� ��� �������
�������� ������ ����� ���� ����� ����� ����� �������� �������� ������ ������ � �����
����� ��� ����� ���������� � ������� ��� ������ ��������� ����� �������� �� ���
����� ����� ��������� ������ ��� �������� ��� ������ ��� ���� � ������ ���������� ��
�������� ��������� ����� �������� ����� ���� � ��� ������ ���� ������� ��� ��������
������������ �� �������� �� ����� ���� ���� �������� �� ���������� �� ������ �� �������

�� ����� ������ ����� �������������� ��������� ������� ����� ������ �������
������ � �������� ������� ��� ���� � ������� � �������������� ��� ����� �� ����
���������� ������ ��� ����� �� �������� �������� ��� ������ ��������� ��������� ��
�������� � ���������

��� ������ ���������� � �������� ������� ����������� ����� ������ ��� �����������
����������� � ����������� ����� ���� � ���������� ����������

��� ������ �� ����� ������ ������ ��� ������ ����� ��� ����� ������ ������ �
������ ����� ���� ���������� ��� ����� �� ����� �� �������� �� �������� ���� �����������
�� �������� �� ����� �� ��� ���� ����������� � �� ����� ����� ��� ���� ��� ��������
����� ��������� ����� ��������� ������ �� ��� ����� ����� �������� ������ �������� ��
��������� ������ ����� � ��������� ��������� ��� ������ ����� ����� ����� ��������

�� ����� ����� ������� ��� ��� �� �������� ������ �������� � ������� ��� ���� ����
�� ����� �������� ��� ���� �� ��������� �������� � ���������� �� ������������

��� ������ �� ����� ������ ������ ������ �������� � ������ ��� ���� ����� �� ��������
����� � ����� �������� �� �������������

��� ������ �� ���� ����� ������� �������� �������� ������� ������� �����������
����������� ���������� ������� � ������� ����� �� ������ ��� ��� ���� � ������������ ��
�������� �������

� ���� � �������� ���� �������� ��� ����� ��� ������ ����� ������ ��� ������ ����
���� � ��������������� ����������

��� ����������� �� ��� ���������� �� ����� ��������� �� �������� ��� ������������
������ ������ ���������� ������ ������� ������ ��������� ������ ������� � ����� ���������

���� �� ���������



�

��� ���� ���������� ����� �� ��� ����������� ������������
��� ����������� �� ������ ��� ������� ���������� ����� ������� ���������� �� �����

���������
��� ������������ �� ��� ��� ������ ���������� ���� � ��� ����� �� ������ �� ��������

� ������ ���� � ������
�� ���� � ����� ���� ����� ��������� �� ����������

��������� �� ������ � ����



��

������ � ��������� �� �������� ����� �� ������
� ���� ���� ���� � ������ � ��� ��� � �����������

��������� ���������

���� �� ���������



���

������

� ������ �� ������������ �������� �������� � ����������� �� �������� �������������������
��� ������� ������ ��������� �� ���������� ���������� ��� ����� �� ������ ��������� ��
��������� ������ �������� �� ������������ ��������������� ����� ��������� ��� ����������
��� �� ������� �� ������ �� �������� �60 ����� �� ������������ ��������������� �� ��������
��������� ������ ���������� �������� �������������� ��� �������� ���������� ���� � ������
�� �� ������ �������������� � ������ �� �������� ����� ���������� ������� ������������
���� ���� � ������������ ������� � � ������ �� �������� ����������� � ������ �� �������
�� ��������� � ��������� �� ������ �� ������������ ������������� ��� �������� �� �������
������� ���� � ������ ��� �������� ��� ������������� �� ������ ���������� ������� ���
� �������� �� �������� ����� � ����������� �� ��������� �������������������� ��� ����
����� �� ��������� �� ������� �� ����� ��� ����� �������� � ����������� �� ��� ��� ����
����� �� ������������ ������� ������������� � ��������� ��� � ��������� �� ������������
������ ��������� ��� �������� �������� �� ���� ��������� ��� � ������ �� ����� ��
�������������� �� ���� ��������� � ������ ��� ����������� �� ��������� ������ �����
�� ������ �� ������������� ���� ������ � ��������� ��� � ������ �� �������� ������� ����
�������������� � �������� ������ ���������� �� �������� ������ � ������� �� �����������
�� ���� ����� � ������� �� ����������������� �� ������ ������������� �� ������������ ��
���������� ��� �������� ������� ������ ��� �����������

��������������� �� �������� ��������� �� ���������� �� ����� �� ��������� �� �������
�������������� �� ������������ �������������������

��������� �� ������ � ����



����

��������

��� ����� �� �������� ������� ��� ���������� ���������� �� ������������������ �������
��� ��������� �� �������� �������� �� ��� ��������� ���������� ��� �� ��� ���������
������������� �� ���� ������� �� �������������� �������� �� ���� ����� ��� ������ �� �60

��������� �������� �� ��� ���������������� ���������� �� ������ �������� ��� ������������� ��
����� �������� ������������ ����������� �� ��� �������� �� ��������� ��� ��� �������� �� �
������������� ��� �������� ����� �������� ������ ��������� �������� ����������� ����
�� ��� ������� ���������� ��� ��� ���������� ���������� ������ ���� ������������� ������
������������� ��� �������������� ���������� �� ��� ��������������� ��� ���� ������ �������
������� ��� ������������� ��� ������� ���� ���� ��� ��������� �� ��������� ������� ���
����������������� ���������� ������������ �� ���� �� ������ ��� ���� �������� ����������
�� ������� ��� ������� ������� ���������� ��� ���������� ������� ����������� �� �� ��������
���� ��� ������� ������������ ���������� �������� � ���������� ������ �� ��� ������� ������
���� ��� ������ �� ��������������� ����� ���������� �� ��� ���������� ��������� �� ��������
����� ��� ������������ ���������� �������� �� �� �������� ���� ��� �������� �� ���������
��������� ��� ���������� ������� ������� �� ��� ������� ����� ��� �������� ��������
��������� ��� ����������������� ������������ �� ��� ������������ ������� ��� ���������
��� ��������������� ���������� �� ����� ������ ��� ���� ���������

��������� �� ������ ��������� �� ����� ������������ �� ���������� �� ��������������
������� �� ������������������ �����������

���� �� ���������



�������

� ���������� �

��� �������� �������� � ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� ���������� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� ���������� ����� �� �������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����� �������� �������� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
����� �������� �������� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
����� �������� �������� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� ������������ ����� �� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� ������������� ��� �������� �������� ��

��� ��������� ��������� ��� �������� �������� ������������� � � � � � � � � � � � ��
��� ����� ������������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ���� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ���� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���� �� ����� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ���������� �� ���� �� �������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ��������� �������� � ������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ��������� ���������� � �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������� �� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������� �� ���������� �� ���� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������� �� ���������� �� ���� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������ ������������� ��� ����� �������� � �������� � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������ �������� �� ���� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������ �������� �� ���� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������� �� ������ �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������� �� ������ �������� �� ���� �������� � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������� �� ������ �������� �� ���� �������� � � � � � � � � � � � � � ��

� ������������ ������� ������������ �� �������� �������� ��

��� �������� ������ ���������� �� �������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ������ ������ �� �������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��



� �������

����� �������� �� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������ ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ���������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ���������� �� ������������ �� ����� ������� � ������ ������������� � � ��

� ���������� ��� �������� ��

��� ������� ������� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ������� �������� �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ���������� ��� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ����������� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ����������� �� ��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� �������� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ������������ ������������ �� �������� �������� ������� ��� �������� ��

��� ������� �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������� �� ��������� � ��������� �� ����� � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������ �� ����� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������� �� ����� �� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ������� �� ������ �� �������� �� ��������� �� ������������ ��

��� ������ ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ������ ���������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ������� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ������������ ��

��� ������������ �� ��������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ������ ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ����������� �� ���� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ������� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������� �� ����������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������� �� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ������������� ������ � ������������ ��

����������� ������������� ���

������ ���

� ������� ���������� ���

���� �� ���������



1
����������

� ����� ������� ������� � ����� ���� �������� �� ������ �� ��������� �� ������ ����
������ ��������� ��� � ������������� ����� �� ������� ������ ���������� � ������� �����������
�� ����������� �� ��� ������ ��������� �� ����� ������������������� ��� ��� ����������
��� �������� ���������� ��� ��� ��������� ������������ ��� ��������� ��� �������
��� ����� ������������ � ��� ���������� ��� ��������� �������������� ��� ������ ���
������������ �� ������ ����� ��� ����� ���� ����� ������� ��� ����������� ��������� ���
����� ����� ������ � ����� ������ � ��� �� ������������ ��� ���������� ������������
������� ��������� � ����������� �������������� ����� �� ����� ������ ���������� � �������
�����������

�� ��������������� � ������������ ��� ��������� ����� ��� ������ ������������� �
������ �� �� ������������ ���� ����� ����� �� ���������� ����� �� ����� ������ ����������
� ������� ����������� �� ���� ������ ����������� � ������� � ���������� ��� ���������� ��
������ �� ���������� ����� ���� �� ��������� ��� ����������� � ��� ���� ��������� ������
���������� �� ����� � ������� ������ ����� ���������� � ������������� �� ����� ��������
�� ���� ������� ����������� ���� �������� ������� ������������� �������� � �����������
�� ����� �� ���� � ������ ���������� ��� ���� �� ���������� �� �������� ��� ��������
��������� �� � ���������� �� ����� ������������� �� ����� �������� ��� ���� ��������� ���
����� ���� �� ����������� ���������� �� ��� �� ���� ���������� � ����� ��� �����
��� ���������������� � ��������� �� ���� �� �� ������� ������������������� ������� ���
��������� ��� ����� ���������� ������� � �� �������

��� ��� ���������� ��������������� ����������� ��� ����� ��������� � � ������������

�� ���� ������������ ������� ��������� � ���������� ����������� � �� ������ ����������
������������� � ������������ ��������� ����������� ��� ��������� ���� ��� ���������� ��
����� �� ��������� ��� ������������ �������������� ��� ��� �������� � ���� �� �������
������

������ �� ���� ������������ ����������� � �������� ����� �� �������� �������� ��� ����
������������ �� �������� ����� �� �������� ���� �� �������� ������� ��������� ����������
�������� � ����������� � ��������� �� ������ ������ ��������� ��� ����� �������� �� ������
������� ���� � ������ �� ���������� �� ���� � ���������� �� ������ ���������������� �

��� �������� � ���� ������������ ������ ���� ������������ ������� ��� ��� ��������� �� ����� ��
���������

�



� ����������

������ ���� ������� ����������� �� ���� �� ����������� �� ���� ����������� ������������������
� �������������������

������ ������� �����

������������� ��� ���������� ������������ �������� �� �������������� �� ����� ������������
��������������� ���� ���� �������� ��� �� �� ��� ����� �� ���� ��� �� ��� ����������� �������
��� � ������������ �������������� ��� ���

��� �������� �������� � ���������

� ������ ����� �� �������� �������� ���� ������ �� ����� ��� � ������� ���������
��������� ��������� ���� ���� �� ��� ��������� ��� ������� ��� � �������� ��������
�� ����������� ����������� ������ ��������� �� ������ �� �������� � ����������� �� ���
������� ������ ����� ��������� ����������� ��� ������� ��� ��������� ���� �� �������
����� � ������� �� 145, 5 ◦�� ���������� ����� ���� � ����������� �178, 5 ◦��� � �������
�� ������� �� ������� ������������ � ����� �������� ������ � ���� ��������� ��������� �
�������������� ������ ���� ����������� �� �� ���� ������ �� ��������� �� ������� � ��
�������� ���������

������ ������������� ����� ���� �������� ����� ���������� ���� ������ ������ ����
������� ����� ������ � �������� ����������� ������ ����������� ��� �������� ��� �
���� ����������� ��������� �� �� ������� ���������� ��� ��� �� ���������� ���� ��
������� �� �������� �� ��� ����������� ���� � � ������ �� ����������� ������� ��������
� ���������� ��������� ��� � ������� �� ����������� �� ��� ���������� ����� ���������
���� � ������ ����������� ���� ��������� �� �������������� �� ����� ���������� �����
���� �� ������������ �� ����� ��������� ��������������������

�� ����� � ������� ������ ������ ��������� �������� �� ������� ������ �� ���� ���
�������� ���������� �� ��������������� ����������� ��� ����� ������������� �� ��� ������ �
����� ������������������� ����� � ��������� ���� ���������� ����� �������� ��� � ���������
��� ��������� ��� ������� ������ �������� �� �������� ���������� ������� �������
�������� �� ���� �� �������� �� ��� �������� �� ���������� ��������� ����� ����� �����
� ������������ ��� ����� ������������������� �� ��������� �������� � ������������ �������
������� � ����� ���� ���� ������� ������ �� ���������� �� �������� �������� �� ������������
����������� ����� ������������ � ������� ��������� ��� ����������� ��� ���������� ����

���� �� ���������



��� �������� �������� � ��������� �

���� ��� ����� �� ����� ����

������ ���� ���������� �� ��� ���������� �� �������� ���������

������ ��������� � �������� ���� ���� ����

� ������ ��� ��������� �� �������������� ��� ������� �������������������� ��� ������
���������� �� ��������� ����� ������������� ��� � �������� �� ����������� �� ����
��������� ������� ������ ��������� �� ����� ���� ��� � ���� ����� ���� ���������� ��
������ ������� ����� �� ���� �� ���� � ����� �� ���� ��������� �� ������������ ���������
��� �������� ��������� ���������� �� ������ �������� �� ������ �� ��������� �������
���� ������� �� ������������ ��������� ��� �������� �������� ����� ��� ������������� ����
������ � ������ ��� ����������� �� ����� ������������� ���� ���������� ��� ���������� ����
�������� ����������� ������ ������������ �������������� ��� �������� ��������� ���� ����
� �������� ��� �������� ���������� �� ������� �� ����������� �� ��� ����������� �� ���
��� �������� �� ������ �� ���������� �� ����� �� ����� �� �������� �������� �� ���������
�� ����� ������� ���� s = 1

2
�3 cos2 θ−1�� ���� θ � � ������ ����� � ����� ��� ����������

� ���������� ����� ��� ��������� ������ �������� � � ���� ����� �� ��������� �� ����� ��
������� ������� ������� ����� � ������ ����� ���������� ���� �������� ��� ��� ������
������������ ��� ��������� �� ��������������� ����������� ��� �� ����� �������������������
���� ��� ���� �� ����� �� ���� ������� �� �������� �������� ����� �������� ���������
�� ���� ������� ������� ������������� �� ������ �� �������� �������� ���������������� �
���������� ����� �� ������ �� ��� � ������ ������� ������� ������������� �� ������ ���
���������� ��� ���������� � ������������������� ������ ��� ��������� ���� �� ��������
�������� � ���� ��������� ��������� ����������� ����� �� �������� �������� � ����������������
��� ���� ��������� ���������� ����� �� ����� �� ������ ��� ��������� ��� � ����� ��
������ ��� ��� ����� ������������ ���� ����������� ��� ��������� ��� �������� ��������
���������

� ���������� �� �� ���� ������ �� ������� ��� ������� ������ �� ��������� ��
������� �������� � �������������� ��� ������ ��������� � ��������� �� �������� ���� �
������� ������ ����� ���������� � �������� ������� ������� ���������� � ��������������� ���
��������� ��� �������� � ���������� ��������������� ���� �������� �������� ����� ������
������� � ����� � �������� �������� �������� �������� ��� ������������ ���������� �������
����� ������������� ������ �� ������������� �� ���������� ������� � ���� �����������

��������� �� ������ � ����



� ����������

���������� �������� �� ����������� ��� ���������� ��� ����������� �� ���������� ���
���� ����� ���������� ����� ����� �� ���������� ������� � ��������� ������������� �����
�� ����� ����������� �� ����������� �������� �������� �� �������� �������� � �����������
�� �������� ���������

��� ���������� ������������

� ��������� �� �������� �������� ��� �������� ��� ������� ����� �� ����� ������ �
������ ��������� �� ��������� �������� ��� ����� ���������� ���� ��� ����� �� ��� ������
��������� ���������� � ����������� ����������� ��� ����� ��������� �� ���� ������������
����������� � ������������� ������� �������� �� ���� ������������ ������ � ������ ��
��������� �� ������ ��������� �� ����������� � ������� ��� ������������ ������ ������
��������� ��� ������� ������� � ���� ����� ���� ������ � ���� �� ����� ����� ��� ����������
������������ ��� �������� ���������

� �������� ������� ��� �������� �������� � ����������������� � �������� �� �����������
����� ��� ����������� �������� �� �������� ������ ��� �������� ��������� ������ ����������
���� ������� � ��������������� ������ ������������ ������� ��� � ���������� �� ����
�� ������������ �������� �� ����� ��� ������� ����� �� ����������� �� ���� ���������
����� ��� �������� ������� �� ��������� �� ����������� ����������� ��� ��� ��������
���� ��� �� ����� ���������� ���������� �������� �� ������� ������� ���� ������������
�� ����� � �������� ��������� �� ����� ���������� ��� ��������� �� ����� ������ ��
������� ��� ������������� ��� ����������� ����� � ��������� ���������� ���������� ��� �
����� �� �� �� ���� ����� ����� �� ������� ��� ���������� ��� � ������� ��� ������ ��
�������� ��� ����������� ��������� � ��������� �� ��� ������ � ������� ��������� �� ��
�� ���� �� ����� ���������� ����� � �������������� �� ����� �� ��� ��������� �� �����
�������� � ��������������� �� ��� ���� ������� �� ��������� ���������� �� �����������
��������� ������������� ����� ���� � ���������� �� ����� ��������� �� �������� �� �������
���� ���� �� ��������

������ ������������ �������� ��� ������������ ������������� ��� ��������� ��������
����������� ������ ����� ������������� ������� ����� ���� ������� �� �������� �� ����
�������� ��� ��������� ��� ����������� �� ������� �������� ��� �������� �������� ����������
��� ���� ���������� � ����������� ����� � ��� �������� ����� �������� �������� ������������
������� ����������� �� ���� ����� �� ����� �� ��������� ��� ��� ��� ���� ��������
����� ��� � ������������ � ��� �������� ������ ������� �� ������������

��� ������� ����� �� �������� �������� ��� �� �������� ������ �� ������ ���� �����
������ �� ��������� ����������� ���� ��� ���� ������� ��������� ����� ����� ���������
��������� ��������� ������ �� ���� �� ��� � �������� ����� ��������� ������� ������������
��� ���������� ���������� �� ��� �� ���������� �� �������� ����� �������� ���������
����� ����������� ��� ���� ��������� ��� �� ������������ ������� ������������ �� ��������
�������� ����� ��� ������������� ���������� � ������ �� ������ �� �������������� ����
��������� ����� ������ � ���� ��� ����� �� �������� ������� � �������������� �� ���
�������� ��� ������������ ������� � ����������� �� �������� ��������� �������� ���������
������� ��� � ������� �������� �� �������������� ������� � �������� �������������

���� �� ���������



��� ���������� ����� �� �������� �������� �

��� �������� ��������� ������� ������ �������� ������� ���� ���������� ���� � ������� ��
������������ � ����������� �������� ���� ��� ��� ���� ������ � ��������� ��� � ����������
�� �������������� ���� ���������� �������� � �������� ������������� �� �������� ��������
���� ���� ���������� �� ��� �������� � ���������� �����������

�� ������������ �������� �� �������� �������� ������� ��� ������� ��� ������� ��������
� ������� �� ���������� ��������� ������ � ��� ���� ������������� � ��������� ���� ���
���� ����� �������� ��� ������������ ���� ���������� �� ����������� ������� ��� ���
��� �� ��������� �� ������� ��� ���������� ��������� ����� ��������� �� �������� ��������
���� ���� � �������� ������������ �� �������� �60 �� �������� �������� � �����������
�� ������ ��������� ���� ��� ���� �� ��������� �� �������� ��� ������� �� �������� ��
������� ���������� � ������������ �� ������� �� �������� �������� ��� � ���� �� �� �����
������ �� �������� �������� � ���������� �� �������� � �������� ���� ��������������
� ��� ������� ������ ��� ����� ���� �������� �� �������� �������������������� ���
����������� ���������� �������� ������������� ���� ���� ����� ���� �������� ����������
���������� ������� �� ������������� � ��� ������� �� ����� ��� ���������������� ������

��� ������ �������� �� �� ���� ����������� �� ����� �������� ��� � �������� �60

������ ���������� �� ������� ����������� � ����������������� ������ ��������� �������� ���
������ ���� ������ �� ��������� �� ������������� �� �������� � ������ ����� �� �������
������ �������� ��� ������������ �� �������� �������� ��������� ����� ��� ��� �����������
����������

������� ����� ��������� ����� ��������� �������� ���������� ��� �������� ��������
�� ������ �� ���� ���������� �� �������� �������� ����� ��� ������ �� ��������� � ����
������ �� ��������� ������ � ������������� ���������� �� ������ ����� � ���������� ��
�������� �������� ������������� ���� ���������� �� ��������� �� ��������� ���� �����
��� ���������� ��� ��������� �������� ����������� ��� ������� ������� �������� ��
��� ������ ����������� ����� ����� � �������� ��������� � �������������� � �������������
��� ����� �� ������ �� ��� �������������� ������������ ����� ����� ������ � ��������� ��
�������� ���� ������� ������ �� ������� ������ �� ������������ ���� �������� �� ���������
�� ���������������� �������� � ������������� ���������� ��� �� �������� �������� �����
����� ����������������� � ���������� �� ��������� ��� ��������� ���������� � ���������
����� �������� � �������� �� ������������������� ���������� � ���������� � ����������
� ������� ������� ����� ����� ����� �� ��������� ����������� ��� �� ���� ���������� ���� �
������������ �� ���������

��� ���������� ����� �� �������� ��������

���� ������ �� �������� �������� ���������� �� ������ ��������� �� ��������� �����
����� �� ���� ������������ ������� �������������� �������� ����� ����������� ������� �
���� �� ����������� ��������� �� �� ���� ���� ������������������� ��� � �������� ��
������ ����������� �� ������������ ��� �������� ��������� ����� ����� ����� ������������
�� ���������� ����� �� �������� �������� � ���� ���������� ������ �� ���� ������ �� ��������
�������� ����� ��� ������������ �� ������ ��� �� ���������� ������� ��� ����� ��� �����
���� ���� ���������� ��� ����� �������������������� ���� ���� ������������ � ������������

��������� �� ������ � ����



� ����������

������ ���� �� �������� �������� ����������� ����� ��������� ��� ������� ������ ����� ����������
������ ��������� ���������������

������ ���������� ����� ���� �����

������� ���� ����� �� �������� ��������� ��� ����� ������������ ����������� � ��������������

����� �������� �������� �����������

�� �������� �������� ����������� ��� ������� ������ ��� ������������ ���������� ��
��������� ���������� � ���������� �� ����� ��������� �� ������������ ��������� �� ����
�������� � �������� �� ��������� ���������� ���������� �� ��� ��������� ������ ��������
��� �� ��������� �� ����� ����� ��������� �� �������� �� ������ ��������� ��� �������
�� ��� ������� �� ������ ��������� �� �������� ���� ������ ��� �� �������� ��� ����
� ��������� ����������� ����� ����� ������� ��� � �������� ������ ��� ����� �����������
�������� ���� ����� � ����� ����� ���� ����������� �������� � ������ ���� � ��������
���� ���������� ��� �������� � ���������� �� ���� ������������������ � � ���������� ��
�������� ��� �������������� ��� �������� �� �������� ���������� �� ������������ ���������
�� ������������� � �� ������ �������

�� �������� �� ���������� �� ��������� ���������� ������� � ������ �� �����������
������������� � �� �������������� �� ��������������� ���������� �������� �� ��������
����� ��� ��� ���� ����� �� ��������� �� ������ ���������� ������������ � ����� ���
��������� � ��������� ������� � ��� ���������� �������������� �� �������������� �� �����

������� �������� ��������

����� �������� �������� �����������

�� �������� �������� ����������� ��� ���������� ���������������� ������������� ��� ����
��� ����������� �������� � �������� ��� �������� ������������ ������� �� ��������� � ��
�������� ��������� �� ���� ����� ������ �� �������� �������� ������������ ���� ������ �
����� ���� ���� ���� �� � ������������� ���� ���� �� ������������� �� ����� ���� �
����������� � ���� ������ ��� � � ���� ���� �������� �� ����� ����� ����� ��������� �
�������� ������ ������� ��� � �� ������� �� �������� ������������ ���� ����������� �
���� ���� ������� ������� � ������ �������������� �������� �� ����� �����

�� ��������� ������������������� ��� ������������ �� ������ ��� � ��������� ���������
��� ��������� ������������ ��������� �� ������ ��������� ��� ������������ ��������
�� ������ ����������� ������� ���� ��������� �� ����� ������� �� ��������� ��������
����������� �� ������ ������� ��� �������� ��� �������� ����������� ��������� ������������

���� �� ���������



��� ���������� ����� �� �������� �������� �

������ ���� ������ ����������� �� ��� �������� ��������� � � �������� �� �������

������ ������� �����

������ ���� ���� ����� �� �������� �������� ������������ ��� ���� ������ ��� �������� ������ �
��� ������ �������������

������ ����� ���� �����

�� ������ ��������� �� ��������� ����� ������� �� ������ �� �������� �������� ���������
��� ��� �������������� ��� ������������ ����������� ����� ��� ��� ���������� �����
��������� ��� ����� ���� ���������� �� �������� �������

��������� �� ������ � ����



� ����������

������ ���� �������� �������� ������������ ��� ������ ��������� � ��� ������ ��������

������ ������� �����

����� �������� �������� �������������

�� �������� �������� ������������� ��� �� ���� ���������� ���������� � ��������������
��������� ������ � ���� ������������ ������� �������� � ������������� ���� �� ������������
���� ���� ��� �� ���������� ����� �� ��������� ������� � ������ �� �������� �� ��������
���� �� �������� ����������� � ��������� ��������� ��� �������� �������� �������������
����������� � ������ �������� ���� � ��������� �� ��������� ������������ ���� ��� ������
� ���������� ��������� ���������� �� ���� ������� ���������� �� �������� �������� �����������
���� ��������� ����������� � ��������� �� ���� ��������� �� ��������� ���������� �����
������������� �� ����� �������� ��� ��� ����� ���������� �� ����� �������� ���� ������
������� � ����� ����� � ���� ����������� �� ����������� ���� ��������� ���������� �� �����
������������� ������ �� ���� ��������� ���� ������ � ����� ����� �� ���� ��������� ��
� ������������� ��� ��������� �� ������� �������� ��������������� ����� ������ � ���
����� ���������� �� ����������� �������� ���� ����� �� ����� ����� �������� �������
������ ���������������� �� �������� �������� ��������� � �������� �� ������� ���������� �
������������� ��� ��������� ������ ��� �������� ��� ��� ��� ���� �������� � ������� ��
������ �� �������� �������� �������������� �� ������� �������� ������� ��� ���������
���� ����� ����� �� ������������ ������ ���������

��� ������������ ����� �� ��������

���� �������� � ������� �� ������ ��� ������� ���������� � ������ �� �������� �60 ���
��� �� ������������ �������� �������� � ����������� �� �������� ��������� ������������� ���
������������ �� ��������� ������������������ ���� ��� ������ ����������� �� ����
������ �� ������� �������� ������� ��� ����� ������� ����� � ������������� ��� ��������
�������� �������������� ��� ������ ��� ������������ �������������� � ��������������
��� ����� �������� � ��������� �� ����������� ����� ������������ �� ��������������� ��
��������� ������������������ ��� ���� ��� ����������� ��� � ��������� ��������� ��
�������� ������������ ����� ��������� ����� ���� ������� �� ���������� � �� ��������� ��
������ �������� ������ �� ������������ �� �������� �������� �������� � ���������� ����

���� �� ���������



��� ������������ ����� �� �������� �

������ ���� ���������� ������� �� �������� �������� �������������� ��� ��������� ��� �����������
� ��� ��������

������ ������� ����

������ �������������� ���� � ������� ����� ������ �������� ���� ��������� �� �����������
��������� �� ����� ��� ����������� �� ����� �������� � ���������

�� �������� �� ���� ����������� ��� ����� ������� ��� ���������� ������� ���������� �
��������� �� ����� �������� ������ ����� �� ������������ �� �������� ��������� �� ��������
���� ���� ����� ���� � �������� �� ����� �������� ������ ���� ������� � ����� �������������
�� �������� ������������������� � ������ �� ������ ������� ���� ������ ���� �������� ����
� ������ ������ ���� ��� ��������� ���� � �������� �� ������ ���������� �� �������� ������
���� ����������� � ����� �� ������� �� ���������� �� ����� ���� � �������� �� ������
�������������� ���� ��������� ����� ���� � ������ �� �������� ���� ��������� � ����������
��������� �� �������� �������� � ������ �� ���������������� � �� ������ �������� ���� �����
���� ���� ���������� ���� ������������ ��� ���������� ��� ����� ������������ �� ��������
��

�� �������� �� ����� ������������ �� �������� ��� ����� ������ ����� ��������� �����
���� � ������������ ������������ ����� �� ������� ��� ����� ��������� �� ���������
���������� ����� ���������� ���� ���� �������� �� �������� ��� �������� �������� ������ �
�� �������� �� ��������� ���� ������ ����� ��������� ������� �� ����������� ������ ���
���������

�� �������� �� ���� �������� ���� � ������ �� ������ �� �������� C60 ����� �� ����
��������� ������������� �� �������� �������� ��� ������������ �� ��������� ���������
��������� ������ � ������� �� ��������� � ��������� �� ������ ���� ��������� ����
� ������ �� �������� ��������� � ��������� �� ������� �� ����� �� �������� �� �������
������� 8CB� �� ����������� ������� ��� � ���������� ������������ � � ������������
������� ��� �������� ���� ������ �� ��������� ������ ���������� ������� ��� � ��� ��
�������� ���� ������ ������� �� ���������� �� ����� ���� ������� �� ������������ ��������
��� �������� ������������������� ������ �� ������������ ���������������

�� ��� ��� �������� �� ������������ �������������� �� �������� ��������� �� ��������
� ���� ����������� �� ���������� ������� ���� � ���������� �� ����� ������������� ��

��������� �� ������ � ����



�� ����������

�������� ������� ��� ��������� ����� ���������� �������� �� ������ �� �������� ����
������ ��� �������������� �� ���� ���������� �� ��������� �� ��� ��� � ��������� ��
����������� ���� �������� ������� ���� � ������ �� �������� ������ � ������ ������ ���
�������� ������������������� ������������� ���� ������ ������ ���������� �� � ���������
������ �� ������������ ������ �� ����� �������� �� ������������ �� ���������� ����������
��� ����� �������� ������� ��� ������� �� ��������������� �� ����������� ��������������
�������� �� ������������ �� ���� �������

�� ������������ ����������� �� �������� �������� ������� ��� ������ �� ������ �� �����
���� �� ������ � ������� �� ������������� �������� �� ����������� ���� ����������� ����
������ � ������� �� ���������� �� ������ ��� �������� �������������������� ��������� � ���
��������� ������ ���� � ��� �� �������� ����������� ������ ���������� ������� ��� ��
�������� ��������������� ������ � �������� �� ����������� �� ������ ����� ��� ������
����� � ������ ������������� � ��� ����� ����������� �� ��� �� �������� ��������������
����� ���������� ��� ���������� ������ �� �������� �� ���������� ���������� ��� ����������
�� ������ ������ ���������

��� ��� ����� ������������ �� ���������� ���������� ����� �������� � ������ ��� ���
�������� �������� ��� ���� �� ������������ ���� � ��������������� �� ����� ���������
������ �� ����� �� �������� ������������� � ����������

���� �� ���������



2
������������� ��� �������� ��������

�� ����� ������������������� ��� ������������ ������� � ���� �� ����� ��������������
�� ���� ��������� �������������� � ������ ��� ���������� �� ���� ������� ��� ����� ���
�������������� ���� ������� �� ��� �������� ����������� �� ����� ������ ��������������
�� ����� �������������� ��� ���������� ���� ������ ��� ���� ���������� ���� � ������
� ����������� �� ������������ ��� �������� ��������� � ��� ����������� ��� ��������� ��
��������������� �� ����� ������������ ����� �������� ������� ��� ����� ������� ���
������������ ������������ ��� �������� ��������� ����� ������ ��� �������� �������� ����
����������� ������������ ����� �� �������� ��� ���������� �� ���� � ��� ������� �� ������
�������� ������ ��������� ��� ������� ������ ������������ ���� ���������� ���� � ����
�������� ��� ���������� �������� ��� ����� ������������ ��� �������� ����������

��� ��������� ��������� ��� �������� �������� �����������

���

���� ����� �� �������� ��������� � ��������� ����� �� ��������� ��� �������� ������
��� ������������� ������ ������ � �������� �� ������������ ������������ �� ���������
�� �� �������� ������������������ ������ � �� ��������� ��� � ���� �� ��� ����� ���
������������ ������������� ��� ������ � ��������� ��������� ������������� �����������
� ��������� ��������� ��� �������� �������� ������������� ��������� � ����� �� �������
�������� �� ����� ��������� � ���������� �� ��� ����� ������������� �� ����� ��������
��� ���� ��������� ��� ����� ���� �� ����� ����������� �� ����������� ��� �����������
�� ����������� �� �������� �������� ������������ ��� ��������� ����� �������� � ����� ���
������� � ��������� ������� ��� ��������� ��� ������� �� �������� �������� ������������
���� � � ������� �� ������ �������� � � �� ��� ������ ��������� � � ���������� �� ������
�� ������� � � � � ����� ���������

� ������ ������� � �������� �� ��� ������ �������� ������ ��� ���� ��� ����� ��
������� ����� � ��������� ����������� ���� ��������� �� ����� �� ��� ����� ��������� ��
������ �������� � � �� ��� ���������� ����� ���������� � ���������� �� ������������
���������������� ��� ��������� �������������������� � ���������� ��������� ��� ������
����� � ������ �� ������ ����� ���� � ����������� �� ��������� ����� � �������� � � ����

��



�� ������������� ��� �������� ��������

������ ���� ��������� ������� ������ �� ��� �������� �� ������� ��������

������ ������� �����

������� �����������

� ������ �� ������� � � ����������� ��� ������ � ������� �������� �� �������� �
������ ����� ���������� ������������ ���� � ����������� �� ��������� � ������������
������� ��� �������� ��������� ���� ��������� ��� � ������������ ������� ��� �������� ��������
������� ����� ��� ������ ��� ������ �� ������� �� �������� �� ��������� ��� ���
���������� ������� �� ������� ����� ����� �� �������� �������� ���� ���������

� ����� �������� �� ��� ��� ���� ��������� ����������� ��� � ����������� �����������
������ ������ ������� � �������� ����� ��� ������ ���� ������ ���������� �������
��� ��� ������� ������ ��������� ���������� ������� �� ��������� ������� �����������
���������� ����� �Δε ∼ 1�� ���� ������� ����� � ������ ������ ���� ������� �−CnH2n+1��
���� ��������� ��� ����� �������� ���������� ������ � ����������� ���������� ���� �����Δε ∼
20�� ����� ����� ����� ���� ������� � ����� ����� �−C ≡ N��

����� �������������� ���������� ��������� � ��������� ��������� ��� �������� ���������
� ��� ����� ��������� ��� ������������� �� ������ �� �������� �� ����� ��������� ���������
������ � ���������� ������ �� �������� �� ������ �� ������������� ���� ��������������
������� � ���������� �� �������� ����� �� �������� ����������� �� ���� �� ������ �������
���� ���������� �� ������������ ������� � �������������� ��� ���������� �� ���������
������������� ����� ���������� ������ ����� �������������������� � ������� ��������������
��� ��������� ��� ���������� ����������

��� ����� �������������������

���� ��� ���� �� �������� ��������� �� �������� �������� ������������� ��� ��������� ��
���� ������� ����������� ��������� ����������� � ��������� �� ��������� ��� �������� � ���
������������ ��� ������ ���������� �������� ���� ���� ����� ������������� �� ����� �������
� � ���������� �� ����� ���������� �� ����� �� ����������� �������� ��� �������� ������
������� ��� ����� ��������� ��� ��������������� ������ ���������� ���� ��� ����������
�� ������ �� ������� ������� ���� ��������� � ������� ��������� �� ���� ���������

���� �� ���������



��� ����� ������������������� ��

����� ���� ��������

��� ��� ����� ������������������� ���� ������ � � ��������� ���� �� ��������� ����
���� ����� ���������� �� ����� �������� ������� ������ ���� �� �������� �� ����� ��
�������� ��� ������� ����� ������������� �� ����� �������� ����� ������ �� ���������
���� ����������� � �� ����� ����������� ��� ���� ������ � �� ������� �� ����� ��
����� �������� � ������� ��� �������� �������� ��������� ��� ���������� ������������
������ ��� ������� ������������ ��� ����� � ���� ������ �� �������� �������� �� ������
����� �� ��� ��� ������������ � ���������� �� ����� ��� ���� �� �� �������� �� �����
�� ��� ������� ������� ���� ���� ��������� ���������� �� ��������� ������ ������ �
����������� �� ����� �� �� ���� ����������� ���� ������ �� ��������� ��� ������� ��
���� ����� �������� �� ��������� �������� ����� ��������� ����� ��� ���� ������ ��
������ �� ��������� ��� ������� �����������

��� �������� ���������� � ����������� ��������� ����� � ������������� ��� �� �����
�������� n̂� ���������� �� ����� �������� ��� �������������� ���������� �� ���� ��������
� ��� ���� � ������� ������ ��� ��������� ��������� �� ����� ��� � ���� � �����������������
�� ����� ���� ������������ ������� ��� ����������� ������ �� �������� +n̂ � −n̂� ���� ���
����� � ����� ������������� �� ���� �������� ���� ����������� � ����������� �� ����� ���
���������� �� ����� ��� ������� �������� ��������� ����������� � ����������� ���������
� ���������� �� ������� ����� �������� �������� � ������ �� ��������� �� ������ ���������
��������� �� ������� �� ����������� � ����� ��� ������ ��� ������������� �����������
�� ����� ���������

������ ���� ������� �� ����� �������� ���� ��������� ������������

������ ������� �����

����� ���� �����������

� ���� ����������� � ���������� � ���� �������� �� ������ �� ����� �������������
����� �������� ��� ������ �� ���� �������� �� ���� �� ��� � ������� ����� ������� ���
����������� ���������� �� ����� �� �������� ���� �������� �� ����� ���� �� �����������
�� �������� �������� ������������ ��� ���������� �� ��������� ������� �� �� ��������

��������� �� ������ � ����



�� ������������� ��� �������� ��������

��������� ������� ��� ��������� ��������� � ����� ����� ��� ����������� ��������� ��
���������� ���������� ��� ���� ������������

������ ���� ������������� ����������� �� ���� ������������

������ ������� �����

������� ��� � ���� ����������� ������ ��� ��������� �� ������ ��������� ������������
���� �� ��������� ����� ���������� ���� ����������� ������� ������������� ���� �������
�� ������� ������������� �� �� ����� �������� ���� ������ �������� ��� ���������
���������� ��� �� ����� �� ������ �� ����� P � � ����� �� ������ � ������� ���� � ���������
������ �� ����� �� ���� ���������� �� ���� � ����� ������� �������� ��� ������� �� 2π

���������
������� ������������ ������� �� ���� ����������� ��� ����������� �� ��������� �����

������� ��� � �������������� ����� ��������� ������� ������ ���� �������� � �������
�������� �� ���� ���� �� �� ��� ������� ���������� ����� � ����� �� ������ � � �������
����� �� ���� �� ��� �������� ���� ��������� ������������ ���� � ����� �� ������ � �����
�������� �� ��������� �� ������������ ����������� ��� ���������� � ���� ����������� ���
���� ���������� ���� �������� �� ������������ ��������� ���������� �� �������� ���������
���� ��������� �� ����� ���� � ������������� �������� �� ���� �� ���� ������ ����� ��
������� ��� ��� ����������� � ���������� �� ������� ������� ����� �� ���������� �������
��� ���� ����������� ����������������� � �������� ����������� ��������� � ����� �� ������
� ������ ��� ���������� �� ��� ������ ��������� ��� ��� ��������� ����� �������� �����
�������� ���������������� � ����������� �� ���������� ���� ������� �� ��� �� ��������
�����

���������� ������� ��� ������� ��������� ��� ��� �������� ��� �������� ���������� �� ����� �� �������
��� ������� �� ��� ������ �� ��������

���� �� ���������



��� ����� ������������������� ��

������ ���� �������� �������� ������������ ��� ��� ��������� ������� � ��� ����� �� ����������
�������� � �������� ����������� ��������� � ����� �� ������ � ������ ��� ���������� �� ��� ������
��������� ��� ��� ���������

������ ������� �����

� ������������ ��� ������������� ����������� ������ ���������� �� ����� �� �������
�� ���� ���� �� � ������������ ��� ��������� ��� ���������� ��������� ����� ����������
� ���������� ��� ������ ���� ������� ��������� � ������� �� ����� ����������� ������� � �
���������� ���� ������������ ��������� ����������

����� ���� ��������

�� ���� ��������� ���������� � ���� ��������� �� ��������� ������ � ����������� ��
����� �� ���� �� ����� ������� n̂� ����� ����� �� ��������� ������� ����� ����������
�� ����������� ������� �� ��� ��������� ��� ����� � ������������� ���� ���������
������������ �� ������� �������� �������������� ��� ������ � ������ �� �����������
��� �������� ��� �������� ��� ��� ����� ������������� ��� �������� �� ����������
��� � ���� ��������� � ���� �������� � ���� �������� � ������ �� ������������ �����������
������ ���� ���� ������� ��� � ���� ��������� � ������ ����� ���� ���� ��� ��������� �
����� ��������� ����� �� ������� ������ ���������� �� ������ �������� ����� �� ����������
����� ����� �� ������� ����� �������� ���������� ���� ����� �� ������� ��� ��� ���
��� �� �������� ����� �� ������� ���� �����

������� ������ �������� ��������� ����������� �� ����� ��� ����� ��� ������� ����� ��
�� ������ ��� � ������� �� ���������� ��������� ����� �� ����� ��� �������� ��������
����� ��� �������� ����������� �� ��������� ��������� ��� � �������� �� ���������� ��
���������� ����� ��������� ��� ����� ��� �� ���������� �� ����� ������� ���������� �����
���� �������

�� ��������� ����� � ���� ���������� ������ � ����� �� ��� ���������� � �������� ���� � ��������
�������� ��� � ��������� ����� ��� ������ � ����� �� ��� ���������� ���� � �������� � ������� ��
���������

��������� �� ������ � ����



�� ������������� ��� �������� ��������

• ����� ��������� ����� �� ����� ������� �� �������� ��� �������� ���������� ���
��������� ����� ���������� � ����������� �� ���� ����������� � ����������� �����
����� ����� � ������������� �� ����� ��� �������� ������������ ���� ����� ��������
n̂� �� �� ���� ����������� � ����������� ��������� ����� ��� �� ������ ����� ���
����� ������ �� ����� ��� �������� ����� ������������ ���� ����� �������� n̂�

• ����� ��������� � ������� ������� �� ����� ������������� ������ ��� ��������
����� ���������� �� ����� ��������� ����������� �� ��������� ����� ����������
��������� �� ��������� � � ���������� ������ ��������� �� ���������� �� ���
���������������� ����� ��������� ��������� � �������� �� ����� �������� �� �����
������������������� ��� ����� ��������� �� ���� ��� �� ����� ����������� ����������
� ����������� ��� �� ��������� ����� �� ���� ���� �� ����� ������������� ������ ���
��������

• ����� ��������� ����� ���������� �������������� �� ����� �������� ����� �����������
����������� ����������� ����� ������� �� ��������� ��� ��������������� ���������
������ ��� ������� � �� ���������� �� ����� ������� ����� �� �������� ����� �����
����� ������������ ���������� ���� ������������ ��� ��� ����� ������������ ����
����� ������������

����� ����� ������ ������ ����� ������� ������ ���� �� ���� ���������� � ��

• ���� ����������

� ���� ���������� ����� � ����������� ��� ��������� ��� �������� ��� ����� ��� ����
������� ������� �� ��������� ����� ����� �� ��������� ��� ���������� ����� ����������
������ ��� �������� �� ����� ��� ���� ��� ������ ������� ��������� �� ������� �����
���������� �� ��������� ����� ���������� �� ����� ��� � ���� ����� ������������� ��
����� ��� �������� � ���� ���������� � ��������� ���� � ���� ����� � ����������� ����
���� ������ �� ����� ��� �������� ���� ��������� �� ����� ���� ������� ��� �� ��������
+z � −z ��� �������������

�� ���������� �� ��������� ����� �� �������� ������� ��� ������� ��������� � ������
�� �� �������� ������� �� ���������� �� �������� � ��������� �� ��������� � ����
�������� ���������� ��� ��� ��� � �������� �� ��������� � ����� ������ � ���������
��� ������� ���� ����������� ��� � ��������� ��������� �� ��������� � ��������� �
����������� ���� ����������� �� ����� ������ �� �������� ������ ���������� ���� ������
�� �������� � ������ �� ������������ �� ������ ������� � �� ����� ��������� ��� ��� ���
� ������� ��������� � ������������� �� ����� ��� ��������

���� �� ���������



��� ����� ������������������� ��

������ ���� ������������� ����������� �� ���� �������� ��

������ ������� �����

• ���� ����������

� ���� ���������� ����� � ���������� � ���� ����������� ��� ��� �� ��������� ����
������� �� ����� �� ����� �� ��� ������� n̂� ��� ����� �� ����� ������ θ �� ������� �
������ �� ����� ��� �������� �� �������� �������� ��������� ��� �������� �� �������� ��
���������� ��������� � ����� ������� n̂ � ������������� �������� ���� ����� �����

������ ���� ������������� ����������� �� ���� �������� ��

������ ������� �����

� ������ �� ���������� θ� ��������� ���� ������ �� ���� �������� �� ������ �� ���

�������� ��������� � ���������� ���������� �� ����������� �� ��������� ��������� ��
��������� �� ����� ���� ���� ����� ������� ������ ����� 0◦ ��� 45 − 50◦� ��� ������
������� �� ���������� ��� ��������� � ��� ���� ���� ����� ������������ ������ ���������

��������� �� ������ � ����



�� ������������� ��� �������� ��������

� ���� ���������� ������ ������� ����� ���� �� ���� ����������� �� ��������� �����
���������� �� ������� � ������ �� ����� ��� �������� � ��������� � ��� ���� ������
��������� �� ��� ������ ���� ������ �������� ��� ������� ���� �������� ��� � �����
������� n̂ ��� � �������� ��� ������������� �� ������� � ��������� �� ��� ������ �
������ ���� ���� ��� ��������� �� ����� ����

������ ���� ������������� ����������� �� ���� �������� ���

������ ������� �����

�� ������������ ������� ��� ��������� �� ���� ����������� ���������� ��� ������
�������� ��� � �������� �� ������������ � ��� ������� ��� ��������� �� ������������
���� ����������� � ��������� ������ � ����������� � ���������� ���� ���������� ��� �
������ �� ���������� �������� ���������� �� �� ��������� �� ����������� �� ����� ��
�������

��� ���� �� ����� �������������

������ ���� ��� ������ ��������� �� �������� ��������� ������� ��������� ���� ����
��������� ������� �� ������ ��� �������� ���������� �� ������ � ���� ���� ������� ����
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������ �� ����� �������� �� ����������� �� ��������� �� ���� �������� ������ � ����������
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1

3
B(T )SijSjkSki +

1

4
C(T )(SijSji)

2 +O(S) , �����

���� A(T ) = Ai(T − TC)� ��� TC ����� � ����������� ������������ ������ �� ����� ��
��������� ����� ����� �� ������ ��� ����������� �� ������� � ������ �������� ��� �����
(x, y, z) → (−x,−y,−z)� �� ���� ����������� �� � ������ �� ���������� ����������� ��
����� �� Sij ��� �������� F �

�� ���� �������� �������� ���������� ����� n̂ �� ����� �������� �������� � �������
������������ �� ���������� ���������� ���������� Sij ���� ������

Sij = S(ninj −
1

3
δij) , �����

���� S ����������� � ������ �� ��������� ���������� �� ����� �� n̂� ��� ��������� �����
� � �� ��� �������� �� n̂ = (0, 0, 1)� ������

S =
3

2

�
cos2θ − 1

3

�
= �P2(cosθ)� . �����

��������� �� ������ � ����
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������ � ��������� �� ������� ����� ���� ��� ����������� �� ������ �� ���� ���������
S � �� ������� n̂� �� �������� �� ����� ��������

F = F0 +
1

3
AS2 − 2

27
BS3 +

1

9
CS4 +

1

2
K11(∇ · n̂)2

+
1

2
K11(∇ · n̂)2 + 1

2
K22(n̂ ·∇ · n̂)2 + 1

2
K33(n̂×∇× n̂)2 �����

�� ������� ���� ������ ������������ � ������� �� ����� ��� �������� �� ���� ������
������ ������� �� ����� ��������� ������ ����� � ������ ����� ������ ����� ������ �����
����� �������� ������ ��������� �� ������������� ��� �������� �������� ���������� ����
� �������� ���������� ���� ������ ����������� �� ���� �� ��������� �������� � �������
����������� �� ���� ���� � ������� ����� ���� ��� ������� �� �������� ������

F = F0 +
AS2

3
− 2BS3

27
+

CS4

9
. �����

�� ��������� F � ����������� ��� � ��������� �� ���� � �� �������� ����� ���� ����
�� ����� ���� ������� �������� � ������������� �� ������� ����� ���� ��� ������ ��
��������� �� ����� ���� ������ ������������� ���� T > TC � ������ �������� �� F

����������� � S = 0 ����� ������������ ���� T < TC � � ������ ����������� � S �= 0

����� ���������� �� ���� �� ��� T = TC � ������� ��� ������������ ��� ����� ����������
� ���������

������ ����� ������� �������������� �� ������� ����� ���� ��� ������ �� ��������� ��
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����� ��������� ���������� � ��������

� ��������� ���������� � �������� �SmA−N� ��������� �� ��� ������� ������� ��
������ �� ������� ���� ��� ������� �������� �������� � ������� �� ������� �������� � �������
������� ��� ����� �� ���� ������������� � ��� �������� ����������� ����� ���������� ����
���� �� ��������� ������� �� ��������� ��� ������� �� ��������� ��� ��������� �� ������
�������������� ��� ����������� � �������� ��� ������� ���������� ��� � ����������
�� ����� ������������� �������������� �� ���� ��������� �� ��������� ����� ������ ����
�������� �������������� �� �������� ��� �������� ��� � ����� ������� ������������ ����
���������� �� ����� ��� �������

��� ��� ������� �������� ��������� ����� ����� �� ������ � � ����� �� ����������
� ������������ �� ��������� ����� ����� � ������ �� �� ����������� ���������� �����
�� ���������� �� ����� ������������� � �������������� �� ��������� ������������ �����
������ ����� ��������� ������������ � ������ �� ���������� ����������� ���� ���� �
������ ������������ �� �������� ���� ��� ���� ������ �� ����� ����� �� ��������� ������
���� ��� ���� ���������� �� �������� ��������� � �� ����� ����� ���� ���� ����� �������
� ������ ��������� �� ���������� ����� � �������� �� ��������� SmA − N ��������� �
������ ��������� �� ������� � ����� �� ���������� ��� ���� ���� ��������� �������� � �
������ �� �������������� ����� ����������

� ����� �� ��������� SmA − N � ����������� ���� ������������ ��������� ����� �
��������� �� ����� ������������� �������� � � ��������� �� ����� ���� � ���������
�� ������ �������������� �� ���� ����������� ��� ������������ � ������� ���� � ����
�������� � ��������� SmA−N � ������������ ��� ��������� ��� � ��������� ���������� �
�������� ���� ��� �� �������� �� �� ������� ������ ���������� �� ������� ����� ���
��� � ����������� �� ��������� ���������� � ��������� TAN � � � ����������� �� ���������
�������� � ����������� TNI � �� ����������� TAN/TNI � ������� �� ����� �� �������� �
���� � ���� ������������ � � ����� ������������� ������ � ����� �������� ������ ����
��������������� � �������� �� �������� � ��� ��� ��������� �� ������� ����� ������
���� TAN/TNI < 0, 87� ����������� � ������ �� �������������� �� ������ �� ���������
������� ���� TAN/TNI > 0, 87� � �������� ��� � ��������� � �� �������� ������ ���
��� ������� ����������� �������������� ��� ������������� ���������� ������ � �����
������� ��� � ����� ���������� �TAN/TNI = 0, 87)� ���� ���� ����� ��������� ���� ��� �
������������ ������� ����� ������������������ �� ������� ���� � ���� � �������������
���������� � ��������� ��� �� ����� �������� ��� 0, 93 < TAN/TNI < 1� ���� � � ���� ���
��������� �� ����� �������� n���

���� ����� �� ����� ��������� � ��������� �� ����� ������������� � ���� ��� Sij =

S(n̂in̂j − δij/3)� ���� S �������� � ���� �� ����� � n̂ ������ � ������� �� ������������ �
���� �������� �� ��� ��� ���� � ������������� ��� ��� ��������� �� ��������� �� �����
�� ������� ẑ� ��������� �� ����� ��� �������� ����� ����� � ��������� ���� ��� �������
����

ρ(z) = ρ0[1 +
1√
2
|ψ(z)|cos(q0z − φ)] , �����

���� 2π/q0 � � ����������� ��� ������� ���������� ��� ������� ������� ���� � ���������
�� ����� �� ���� �������� � � ����� ψ(z)� ���� ���� ���� ��� �������� ���� �� ������

��������� �� ������ � ����
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�������� ψ(z) = |ψ(z)|exp(iφ)� ���� ��������� � ������������ � ��������� �� ���������
�� ���������� � ����������� ����� ψ(z) � S ���� �������� �� ������ ������������� ��
� ����������� ������ ��� S �������� � ������� ����� ����� ��������� �� ��� ������
�������� �� ����� �������� ���� ������������ ������ ������ ������ � ��������� ���������
�� ������� ������

��� ������� �� ����������

� ������ �� ������� �� ���������� �� �������� �������� � �� ��� �������� ���� ��������
���� ��� ��� ��� ������ � ����������� �� ����������� ������ ������ ����������� �������
�������� ��������� �������� ��� ������ ���� ������������ � ��������� ������ ����������
����� ��� ����� ��� ����� ��������� � ���� �� �������� ������ �� ����������� ������� ��� ���
�� ��������� ������������ ������ ��������� ����� �������� � ������������� ����� �� �������
�� ���������� �������� �� ���� �� �������� �� �������� ����� ��������� ���������� �����
������� ���� �� ������� ��������� ��� ����� �������� � ���������

����� ������� �� ���������� �� ���� ��������

� ���������� ����� ��� ��������� �� ��������� ������������������� �� ���� ��������
� ���������� �� �������� �� ������ ��������� ����������� �� ����������� ����� �������� ��
����� �� ����� ���� ����� ������� n̂� � ������� ��� ��� ���������� �� ��������� ���������
� �������� �� ���� ��� � ���������� �� ����� ������� ���� ��� ������� ���� ����������
�� ���������� ��� �������� � �������� � ���� �������� ����� � ���� �� ������������
� �������� �� ����������� ��� ���������� ��� ������� ���� �� ����� ������ ��������
�� ������� ������������������ �������� ���������� �� ��� ���������� �� ����� ������
���������� ��������� �������� ��� � ������� ��� ������ ����� ������ ���� �������� ��
����������� �� �������� ��������� �� ����� ��� � ������ � ������� ��� ��� ���������� ������
��� ������ ����������� ��� ����������

� ����������� ���� ��� �� ���� ������� ������� �� ������������ ���� ����� �����
���������� �� � ������� ��� ��������� ��� ��������� ������� �� ������������� �� ����� ��
����������� ���������������� �� ����� �� ������ �� ����������� ����� ������� �����������
��� �������� �� ������ �������� �� ������� �������� ���� ����������� ����������� ��
����������� ����� ��� �������� �� �������� ��� ���� ����������� ��� ���� ������ �
���������� �������� �������� �� �������� �������� ��� ������� �� ���������� �� ���������
���� � ������� ������� ���� ����������� ����� ��������� ���� ��������� �� �������� �� �
����������� ��� ���������� ������� �������� �� ��������� �� ��� ������ �� �����������
�� ��������� � ���������� �����

�� ���� ������� �� ����������� �� ����� �������������� ��� ����� ���������� � ������
������ �� ��������� ������� ��������� �� ���������� � ������ �� ����������� ����� ���� � �
���� ������ ���� � �������� �� �� ����� ������� ��� � ����� �� ������� � �����������
��������� ������� � ����������� ����� ����� �� ����� ������� �� ������� � �����������
��������� � ������ �� ��� ��������� ξ �� ����������� ���������� �� ����������� �� ���
�������� ����� ������ � ����� ������� � ��������� � ����������� ���������� ����� ���
��� ��� � ���������� ��� ��������� ������� � �������� �������� �� �� ���� �� ������ ��
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������ �������� � ����� ��������
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� ����������� �� ���������� ������ � ���������� ���� ���� ��������� �������������
��� ��� ��������� �� �������� ������������ �� ������� ����� ��������� �� ��������� � ��
��������� ��������� ��� ����������� ������������� ���� ���� ��� ����� �� ����� ��������
�� �������� � �������� ����� ������ ������������� ���� ��� �������� � ��������� ��������
������ � ������ �� ��� ������ ������ ��� �� ���������� �� ����������� ������������
����� ���� ������������ �� ����� �������� ������ ��������� ��������� ���� ��� ��� �
����������� ��� ������� ��������� �� ���������� �������� � ��������� ���� ������� ��
����� ��������
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��� ������� ������� ����� ������������ ������� ������������ ��� ����� �������� � ���
������� ��������� � ������ �� ��������� ������������ ����� �� ��������� ��������������������
�������� � ��������� �� ������ ��� ��������� ���������� �� �������� �������������������
������ ��� ��������� ������������� ���������� �� ������ �������������� �� ��������
���� �� ������������ ��� ����� �������� � �������� ��� ��������� �� ������ ��� �����������
��������� ������� �� ���� ��� ������ ������ ��� �������� ������ ����� ���������� �� �����
������ �������� �� ������ �������� �� ���� ��� ��� ����� �� ��������� ���� ���� ���������

����� ������ �������� �� ���� ��������

�� �� ������� ������� ��������� �� ��������� ����� ���������� �� ����� �� �����
�� ��� ������� ������������ ������� ���� ����� ������� n̂� ���� n̂ � �� ����� ���������
�� ���������� ����� ���� ����������� ������� ��� ����� � ����� ������� ��� ������ ���
���������� �������� ��������� ����� ���������� ����� ���������� � ��� ������� �� �������
�������� ��� ���� ��� �������� �� ������ ��� ��������� ��������� �� ����� �������� �
��������� �� ������� ����� ���� � ������� ������� �������� ���������� ���� ��� ������� ��
�������� ����� ����� ���������� � ����������� ����������

Fd =
1

2

�
K11(�∇ · n̂)2 +K22(n̂ · �∇× n̂)2 +K33(n̂× �∇× n̂)2

�
. �����

����� ����� ��������� ������ �� ���������� ���������� �� ����� ������� �� ����� ��
�������� K11� K22 � K33 ��� ���������� ��������� � ��� �������� �� ���������� ���������
�� ������

K11 ������� : ����������� ��� ∇ · n̂ ;

K22 ������� : ����������� ��� n̂ · (∇× n̂) ;

K33 ������ : ����������� ��� n̂× (∇× n̂) . ������

�� ����������� �� �������� �������� ��������� ����� ��� ������������� �� ������ ��
���� ����� ������� �� ������������ ������ ����� � ����� ���� ���� �� ���������� ����
��������� ��� ��������� �������� ��������������� � ����� ���� ������� ���� �� ���������
������ � �� ������� ������ �����������

����� ������ �������� �� ���� ����������

� �������� ���������� � � ���� ����������� �� ������� ���� �������� ���������
�������� ���������� � ���� ��������� ��� ��� ��� ���� ������ � ��� ���� ���������
�� ������� ����� �������� ���� ����� �� ������ ����������� ����� ��� ����������� �
���������� � ���������� ������� ����� ��� � ���� �������� � �������������� ��������������
��� ��� ��� �� �������� ���� �� ����� �� ����� ��� ������� � ���� �� ������ ��������
��� ���������� �� ��������� ������ � ���������� ��� ��������

���� �� ���������



��� ������ ������������� ��� ����� �������� � �������� ��

������ ����� ����� �� ���������� �� ����� ������� �n �� �������� ������������������� �����
���� ����������� ������� �� ��� ����� ��� ���������� ���� ������ ��� ���� � �� ��� ������

������ ������� �����

���������� �� ������������ ��������� �� ���� ��������� ���������� ��� � �������� ��
������������� ��� ������� � ������� ����� �� �������� ��� ��� ��� �� ��������� �����
�� ���������� ���������� ��� ������ �������������� � �� �� ���������� �� ����� ������
�� ���������� ���� � ����������� ���� �������� �������� ������ � ���� �������� ����� ��
������������� �� ������� �������� �� ����� ��� �������� ���� ������ � ����� ����� ��
� ������� �� ������������� ��� ������������� �� ����� ��� �������� �� ��������� �����
����������� �� ����� �� ���� ������������� � ��� ������� ���� ��������� � ����� �����
�������� �������� ���� ��� �������� �� ����������� � ��������� � � ������� ����� ��
������� ��� ���������� �������� u(�r) ���� ����� � ������ ��� ���� �� ����������� ���
������� �� ����� �r� ������� �������� � �������� �� ��������� �� �� ���� ��������
����

�∇u(�r) · r̂ = −ρ− ρ0
ρ0

, ������

���� ρ � � ��������� �� ����� �r � ρ0 � ��������� �� ����������
�� ���� ��������� � ��������� ���� ������ ��� ���� �������� ��� ���������� �� �������

������������� �� ������� � � ��������� ��� ������� � ��������� ��� � ��������� ������
����� ��������� ���������� ��� ���������� �� ����� ��� ������� � � ��������� ������
��� ������� � ��������� � � ��������� ��� ������� ��������� ����������

���������� �� ���������� K11� K22 � K33 �� ������� �� ����� ���� � ���� ���������
����� ����

• � ��������� K22� ����������� � ���������� ������ ���� ����� ��� ��� ��� ���������
��� � ����� ������� n̂ ��������� ������������� �� ����� ��� ��������

• � ��������� K33� ����������� � ���������� ����� ���� ��� ��������������� � ���
�������� ���� �� ������� n̂ ����� ��������������� � ��� �������� �� ��������� ���
������� �� ���� ��������� ��� ����� ����� �� ������ � ����� ���� ������� ������

��������� �� ������ � ����



�� ������������� ��� �������� ��������

������ ����� ���������� ����� �� ��������� ����������� �� ���� �������� �� ���� � �����������
��� � ������� �� ���� �������� ��������� ����������� ��� ��� ��� � ����� ����� ������� ���� ���
���������� ������ �� ��������� ������������ ��� ���������� �������� ���� ���� � �����������
� ��������� � � ������� ��� ����������

������ ������� ���� ��������� �� ����������� �������� ���� ������

� ��������� ��� ������� ��� ��� ���� ��� ��������� �� ����� �� ����� ��������
������ � ����� K33 ���� ��� �������������� ��� ��� ��� ���� � ����� ����� ��� �
����� ��������� � ����������������� ��� ��������

• � ��������� K11� ����������� � ���������� ������ ���� ����� �������� ��� ��� ��� �
��������� ��� ������� ��������� ��������� ��������� ��� ���� ���� �� �����������
��� ����� �����

�� ������������ ��������� ����� ��� ��������� � ������ �� ��������� �������� �� �����
K = K11 � �� ��������� �� ���������� B� ����������������� ������� ������ ���
��������� λ ���������� �� ����������� ���������������

λ =
�
K/B , ������

���� λ � �� ����� ����� �� ��������� �� ��������� ��� �������� ���� �����������
�������������� ���� ����������� � ��������� �� ���������� ξ �� ��� ����������� ���
����������� � ����� ��������� ��� � ����� ������������ ��� ��������� � ���� ����
u(z = 0) = u0cos(qx)� ��� q = 2π/L � u0 � � ���������� ������ ξ = 1/(λq2)� ����
������ � ����� ����� �� ���� ��������� ξ ≈ L� �� ���� ��������� ���� ��������� � �����
����� ������ �� ����� L/λ� ��� ���������� � ����� ����� ��� ��

���� �� ���������



��� ������ ������������� ��� ����� �������� � �������� ��

������ ����� ��� ���������� ���� �� ������� n̂� ��� ���������� ����� �� ������� n̂�

������ ������� ���� ��������� �� ����������� �������� ���� ������

������ ����� ����������� �� ���������� �� ��� ��������� ��� ����������� �� ���� ��

������ ������� ���� ��������� �� ����������� �������� ���� ������

����� ������� �� ������ ��������

�� ��������� ��� ��������� ��� ���������� ����� ������������������� ��������� ����
���� ������������ ����������� � ������������� � ������� ����������������� ��������� ���
�������� �������� � ������������� �� ���� ����� ���������� ����� ������ �� ������������
���������� � ��������� ��� �������� �������� ��������� ��� �������������� ���� ���������������
����� ��� ��� � �������� �� �� ����� ������� �������� � ������� ����� �� ��������
����� ������ ������ ������� �� ������� ��� ������ ��������� � �������� ��� ����� ��������
� ���������

����� ������� �� ������ �������� �� ���� ��������

�� �������� �� ������ �������� ����������� ���� ����������� � ���������� � �������
����� �� ������� ������ ��� ����������� �� ������������� ������ ������ ���� ����������
�� ����� �������������������

��������� �� ������ � ����



�� ������������� ��� �������� ��������

F = Fd + Fm + Fe , ������

���� Fm � Fe ��� �� ���������� �� ������� ���������� �� ����� ��������� H � �� �����
�������� E� ���������������� � ������������ �� �� ����� ������� ���� �������� ��
�������� � ��������� �� ������� �� �� �������� ���������� ����� �� ����������� ����������
�� ������������ �� �������� ��� ���� �� ���������� �������� ����� � ����� ������� � �
����� ���������

Fm = −χa

2
[ �H · n̂]2 , ������

�

Fe = −1

2
�ε[ �E · n̂]2 . ������

χa ����������� � ����������� ������������ �� ������� ������� ��� χa = χ� − χ⊥�
���� χ� � � ���������������� ������������ �� ������� �������� �� ����� ������� � χ⊥ � �
���������������� ������������ ������������� �� ����� �������� �� ����� �������� Δε � �
����������� ���������� ������� ����� Δε = �� − �⊥� �� � �⊥ ��� �� ������������ ����������
�������� � �������������� ���������������� �� ������������ ���������� � ������������ ���
��������� �� ����� ����������� ��� ������������ �� �� ������� ������������������� ��
���� ���� �� (Δε > 0)� �� ��������� ������ � �� ������� �� ������� �� ����� �������� ���
����� ��� � ������� �� ��������� � ������� �� �������� ������ �� (Δε < 0)� �� ���������
�������� � �� ������� �� ������� ������������� �� ����� �������� ��������

����� ������� �� ������ �������� �� ���� ��������

� ������ �������� ���� � ���� ���������� ��������� � ���������� �� ���� ����������
��������� ���� ���� ����� ����� ��� ����� ��������� � ���������� ��� ������� �K11 = K��
�������� � ����� ����������� � ����������������� ��� ������� �B�� � �������������
������������ �������� ��� �� ����� ��������� �� �������� ������� � ��������� ����
������ ����������������� �� ��� ������� ��� ����������� ������������� ��� ����������
���� ������ � ������ �� ��������� �� �� � ����� ��������� �H� ��� �������� �� ������� �
��������� �� ����� ��� ��������� ���� ���� ��� ����� �� ����� ����� �� � �������� ������
����������� ��������� ��������� �� ��������� ������ � ���������� ������������� �� �����
��������� �H� ����������� � ������������ �� ����� ������� �������� ���� ����� ��� ����
����� ��� ������� �� ��������� ��� �������� ������� ���������� ��������� �� ����������
�� ���� ����� �����������

�� ������ ����������������� � ����������� �� ���������� ����������� � �������� ��
��� ��������� ��� ������� ��������� ������ � ����� ������� ������ �� ����� �� ������
Hc� ��� � ������������ ������������ � ���� �������� �� ��������� �� ������� d ���� ����

HC =

�
8πK

χaλd
, ������

���� λ � � ����������� ��������������� ������� ��� λ =
�

K/B�

���� �� ���������



��� ������ ������������� ��� ����� �������� � �������� ��

������ ����� ������������� ������������ �������� ��� �� ����� ��������� � ������ ���������
��������

������ ������� �����

����� �������� ����� ���������� �� ������������ ������������ ��� �������� ��������
�������������� ��� �������� ���� �� ��������� �������� � ����������� � ������ ����� ��
������������ ��� ���������� �� ����� ��� ���������� �������� � ���������� � ����������
� �������� ����� ������������� ��� ��� � ������ �������������� ��� ����� �������� �
���������� ����� ���������� �� ������� ��������� ����������� �� ������������ �������
������������ ��� �������� ��������� ���������� � ������ �� ������������� ������ ������� �
������ ��������������

��������� �� ������ � ����
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������������ ������� ������������ �� ��������

��������

��������� ������� ������������ ��� ����� ����������� �� ������� �� ��� ���� �����
��� ������ � �������� �� �� ���� ��������� ��������� � �� ����� ����������������
������� ��������������� �� ����������� �� ������ ����������� ���� �������� ��������
������ ����������� � ���������� ��� ����� �� ��� �������������� ������� ���� ������ ���
��������������� �� ��������� ��� ���� ��� ����� ������ �� ������� ��� ��������� �������
��� � ������������ � ����������� �� ��������� ����� ���������� ���� �������� ������� �������
������������ � �� ����� �� 1012W/m2 ����� ����� ���������� � ��� �� ������ ����� �� ������
��������� �� �������� �� �������� �������� ���������� ����� �������� ������ ���������� ���
���� �� �������� �� ������������ ��������� ������������� ��� ���� ����������� ���������
��� � ����� ����������� ���������� ������ ��������� �� ����������� � ��������������� ������
��� �������� �������� ����� ������������� ������ � ������������ �������� �� ����� �������
��� ���� �� �� ����� ������ �������� ���� ���� � �������� ������ ���������� � ����������
���������� ������ ����� ��� ��������� �� �� ����� ����� ������� �� ��� �����������
������ ������ � ���������� ��������� ��� � ��� ���� ��������� �� ������ ������ ��� �
������� �������� ���������� �������� �� ���������� �� ����� ������� n̂� ����� ��������
����������� ������ ��������� ��� ����� � ����� ������ �� ���� ��������������� �����
���� ��� � ����� ��� ����� ��� ������ ������ �� ����� ������� n̂ ������ �� ����� �������
���� ���������������� � ����� ������������������

��� �������� ������ ���������� �� �������� ��������

�� ������������ ������� �� �� �������� ��� �������� ���� ���������������� ��������� χ�
���� � ������ �� ��������� ������� ������������ �� ������ ����������� ������ ����������
�� ���� ������� � �� ����� �������� �E� � ����������� �������� �P ���� ��� ������� �����

�P = ε0(χ
(1) �E +←→χ (2) : �E �E +←→χ (3) : �E �E �E + ...)�P = P (1) + P (2) + P (3) + ... �����

��



��� ������ ������ �� �������� �������� ��

���� χ(n) ���������� � ���������������� �� ����� n� ��� ���� ������� � �����������
������� ����������� �� ����� �������� �� ����� ����� ������ P (1) � ������������ χ(1)

�������� � ��������� ������ �� ��� ��� � ��������� χ(2) � χ(3) ��� �� ����������������� ��
������� � �������� ������ ���������������� χ(2) �� ������ � ������� ������� �������������
���� ����� ������� �� ������� ��������� � ������� �� ���� � ��������� �� ������������
χ(3) � ����������� ��� ������� ���� ������� �� �������� ���������� �������� �����������
�������� �� ���� ������� ����

�� ������� ��� �������� �������� ���������� �� �������� n̂ � −n̂ ��� ������������� ������
��������� ����� � ���������� �� �������������� ������ ��������� ���� ���������� ��������
�������� ��������� ��� ������ ������� ������� ������������ �� ������� ������ ��� ����
������� �� ������� ����� � ������ ������������� ����� ���� � � ���� ��� �������� ��������
���������� ����� ������ � ������� � ���������� �� ������� ������� ������������ �� ��������
����� �� �������� �������� ��������� � ���������� ����������� � �������� ������� � ������
�� �������� ����� �� �������� n̂ � −n̂� ������������� �� ����������� � ����������� �����
�������� � ������� �� ������� ���������� ���� ��� �� ������� �� ������� ��������� ���
������� ����� ���� ���� �������� � ���������� �� ����������� ��� �������� �������� ���� ����

����� �� ����������� �� ��������� ������� ������������ �� �������� �������� ���������
����� ���������� � ���������������� ���������� �� �������� ����� χ(3)� �� ����� ��� ����
������� ������ ������� ������������ �� �������� ������ ��� ���� � ������ ���� ������� ����
� ������ ���� ������� � �������� �� ������ �� �������� � ������������ � ����������� ������
I�

Δn = n2I , �����

���� n2 � � ������ ���� ������ ����������� ������ �������� �������� ������� χ(3) ������
� ������������� ������������ � ������ � ������� � �� ����� ����� �� �������� ��� ���
�������� ������������ � ��������� �������� ���������� �� �������� ����� ������ �� ��������
�� ������ �� �������� ������ �� �������� �� ������������ ���������

��� ������ ������ �� �������� ��������

� ������������ ��������� � �� ���������� ��������� ���� ������� �������� ������
���������� �� ������� ����� �� �� ���� � ����������������� ����������� ��������� ���
�������������� ������������� �� ��������� � ����� ������ ��� ���������� ������ � �����
����� ��� �� ������� ����������� �� ��������� ��� ���������� ���� ������������ ���
�������������� ��������� ������ ������ ������ � ��������� ����� �� ������� ���������� ���
�������� ��� �������� ������������ �� �������� �������� ������ ���������������� �������������
������������� �� ����������� ������������������� ��������� ��� ��������� ������������ ���
����� ���������� ����� ��������

�� ��������� ��� �� ��������� �� �������� ������������������� � ����� ����������
������ �� �� ����� �� ��� ����� � �������� �� �� ������� �� ������� ��� ��� ���
� ���������������� ��������� � ������������� � ����� �������� ������ ������ �� ������
����� �� ��������� ������������ ������������ ����� � ����� ������� n̂� ���� �������������
������ � ������ �� �������� � � �������� �� ��������� ���� ������������ �� ����� �������

��������� �� ������ � ����
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n̂ �������� ��� �� ����� ������ � ����������� ���� ����� ����� ��� �����������������
������� ���������� ��� �������� ��������� �� �������� �������� ���������� ���� ������������
����� ���� �� ��������� �� ��������� �� ������� �� ������� ��� ���� ����������� ���
������� ������ ���� ��� ��� ��� ����

������� �� ������� �� ������������� �� �� ����� �� ��� ����������� � �������� ��������
��� �� ������� �������������� ������� � �������� ������ ���������� �� ����� �� ��� ������
������� ������ � ����������� �� ��������� � ����� ����������� � ����������� ����� ������
��������� � ��������������� ���� ���� �� ������ �� ������ �� �������� ���������������
n⊥ ���� � ����� ���������� ���� ���� � ��������� � � ������� �� ����������� ��������� �
������������� �� ����� ��������� ������ ������� ����� �������� �� ���� ������ � �� �����
�� ������ �� ���� �� ����� ��������������� � ������ �� �������� � n�(�k) ��� � �������
�� ����������� �������������� ������� �� ����� ���������� ���� � ������ �� �������� ���
������� ��� ������� �� ������� �� ����������� ������� �������� � ������ �������������
������ �� ���� �������������� ��� ��������� � ���� ������������������ ������������� ����
� ���� ��������������� � ������ �� �������� � ���� ����

n =
n�n⊥

n2
�cos

2θ + n2
⊥sin

2θ
, �����

���� θ � � ������ ����� � ����� �� ���� �� ��� � � ����� ������� n̂� �� �������� � �
⊥ ����������� ���������������� �� �������� �������� �� ������������� �� ����� ��������
n̂� �� ���������� ������������� ������� ��� θ ����� ��� � ����������� �� ��� ����������
����� ������� ���� �������� � ������ �� ������������ � �������� �� ������� ����� ������
�� ������� ����� ����� �� ����� �� ������� ������� � ����� ���� ������� � ������ ��
������������ � � ����� �� ����� �� ����������� ����� � ����� ���� ����������� � ��������
����� ������� � � ���������� �� �������� ������ ������� ��� �������� �����������

� ��������� �� ������������ �� ����� ������� � ����� ������� �� ��������� �� ������� ��
������� ����� �������� �� ������ ����������� �� �������� ��������� ��� ��� ������� ���������
� ��������� ����� � ��� � �� ��������� �� ������� �������� ������������ � ������������ Fopt

��������� � ��������� ��� � ����� ���������������� �����

F = Fd + Fopt , �����

���� Fd � � ������� ����� �������� �� ������ ���� �������� �������� ���������� � ������
��������� ���� ��� ������� ������� ��� ��� ��� �� ��������� ������ ��� ������������� �
������� ����� ����� �� ������� �������� �� ���� ����� � ������� �� ��������� Fd ��������
����� �������� �� ������ � � ������� �� ��������� ������ Fopt�

Fd =
1

2

�
K11(�∇ · n̂)2 + 1

2
K22(n̂ · �∇× n̂2 +

1

2
K33(n̂× �∇× n̂)2

�
, �����

�

Fopt = − 1

4π

�
�D · d �E = −ε⊥

8π
E2 − Δε�(n̂ · �E)2�

8π
, �����

���� �D � � ����� �� ������������ ��������� �� ����������� �� ����� ����� ���� � �����
������ �E2� = |E|2/2� ���� |E| � � ��������� �� ������ �� ���������� ��������� K11� K22

���� �� ���������



��� ������ ������ �� �������� �������� ��

� K33 ���� �� ����� ������ ����� � ����� ���������������� ε⊥ � � ��������� ���������� ����
� ����� ������ ���������� ������������� �� ����� ������� n̂� Δε = ε�− ε⊥ � � �����������
�����������

� ����� − ε⊥
8π

�E2 � ������������ �� ���������� �� ����� �������� �� ���� ��� ����
��� �������������� ������ ������������ � �������� �� ������������� � ������� �����
������ ��� �� Δε > 0� � ������� �������� �� ������������� �� ����� ������� �� ����� ��
����������� �� ����� ������� � ������ ������ ��� ������� ���� ������������ ���� ���
������� �����

�Γopt = �P × �E =
Δε

4π
�(n̂ · �E)(n̂× �E)� . �����

������� ��� � ������ �� ������ �������� ���� ��� ����� �� ��������� �� ������� �������
���� ������ ������ � n̂ ������� ��������� � 45◦ �� ������� �� ����� �������� �� ���
���������� ��������� � ���� ���� ������� ���� �� ����� ���������� ����������� ������ ��
�� ������� ������� �������� ��� ����������� ������������� ���� ������ � ����� ���� �
����� ���������� �� ���� �k ��� �� ������ β + θ ��� � ����� ������� ����������� ����
β � � ������ ����� �k � � ������� �������� �� ����� ������� ����� �� ����������� �������
�������� θ � � ������ �� �������������

������ ���� ��������� �� �� ����� ���������� ����������� ����� ��������������� ��� �� ����
�� ������� ������� �������� �������� ������������������ n̂ � n̂� ����������� � �����������
��������� ����� ����� � ������ �� ��������� �� ����� �������

������ ������� �����

����� ����� �� � ������ �� ������������ θ ��� �������� ����� ������ ��� ���������
�������� ���� ���������� ��� � K11 ����� ��������� ������� ����� � �������� ��������� �
������� ����� � ����� � ������� �� ���������� �� �������� ��� ���������� � ������� �����
�� ������� ������ � ���������

��������� �� ������ � ����
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K11
d2θ

dz2
+

Δε�E2
opt�

8π
sin 2(β + θ) = 0 , �����

���� �E2
opt� ����������� �� ����� ����� �� ����� �������� ������� �� ����������� �� θ

�������� � �������� ���������� � ��������� ������

2ξ2
d2θ

dz2
+ (2 cos 2β)θ + sin 2β = 0 , �����

��� ξ2 = 4πK11/[Δε�E2
opt�] � �� ����������� ��������������� ���������� �� �������

����� �� ���������� ������ � ���� ��������������� ��� �������� �������� ���������� ���
������� ������������ �� ����� ������� ���� ����� �� �������� � ������ �� ��������� �������
�� ������ ������ ����������� ������������ �� ����� ����������� �� ����������� ����� �����
����������� ������������ �θ = 0 �� z = 0 � �� z = d�� � ������� ���� � ������� ��������
�

θ =
1

4ξ2
sin 2β(dz − z2) . ������

���� ������ ��� � ������������ � ������ �� ������ � ����� ������� ��� ����������� ����
������ � ������������ ���� ���� ��� ����� �� ����� ���� ���� ��������� ����� ��������
������ � ����� ��������� ����������� � �������� �� ������ �� �������� ��� ����������� ��
�� ���� ���

Δn = ne(β + θ)− ne(β) , ������

���� ne � � ������ �� �������� �������������� ���� ����

ne(β + θ) =
n�n⊥

[n2
� cos

2(β + θ) + n2
⊥ sin2(β + θ)]1/2

. ������

������ θ � �������� � �������� �� ������ �� �������� Δn � ������������ �� ��������
�� ������ �� ����� �������� ������� ��� �

Δn = n2(z)�E2
opt� , ������

����

n2(z) =

�
Δε2 sin(2β)

4Kc

�
(dz − z2) . ������

���� c � � ���������� �� ��� �� ������ ������� ��� �n2� � ������������ �� �������� ��
��������� z2� �� ����� ��� � �������� ������ ��� ������ �� ������� ������� �� ���������
�� �������� ���� ��� ������� ��� ��������� �� d = 100µm� Δε ∼ 0, 6� K = 10−6 ��� �
β = 45◦� ����� �n2� = 5× 10−3 ��2��� �� ����� ��� ����� ��� ���������� �� ��������
�� �������������� �� ���� �� �� ����� �� �� �������� �� ��� ������� ������������������
�����

���� β = 0 ������ �� ����� ������ ������ �� ���� � ������������ � ����� ��������
��� ���� ������ � �������� ������� ������������ ������� ��� �������� �� �������� ��������
��� ���������� ������ �� ��������� �� �������� �������������� ��� ������ ������ �����

���� �� ���������
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������ ���� ������������ �� ����� ������� �������� ��� ����� ����������� ���������� �� �����
�� �� ���� �� ������� ������� �������� ��� ����������� �������������

������ ������� �����

������ ���� �������� �� �������������� �� ���� �� �� ����� �� �� �������� �� ��� �������
�������������������

������ ������� ���� �����

��������� ������ � ����� �������� ������ � ����� ��� ���� ����� ������� � ������� �����
������ �� ��������� �� ������������ E2

F ���� ��� ����

�E2
F � =

8π2

d2
K

Δε

ε�
ε⊥

, ������

��������� �� ������ � ����
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��������� � ����� ������� ��� ��������� �� ������� ������� ��������� �� ����� ���� |Ex| <
|EF |� θ = 0 � ���� |Ex| > |EF | ������ ������������ �� ����� �������� ������� ��� �E2

F �
���� ����������� ��� � ��������� �������� �� �������� K � ��� � ��������� �� ������� d

����� ���� � � ������� ������ �� ��������� �� ������������ ��� ������������ �������� �����
���������� ������ ������������ � ������� �� ���� ����� � ��������� �� ������������ � �� ���
���������� ���������� �� ���������� �� ����������� �������� �� ������� �������� � ���������
�������� �� ��� ������� �������� � ����������� ���������� ����� ���� �������������
��������� ������ �� ����� �� ��� ������ ����� ��������� � � ��������� �� ������������
��� ��������� � �������� �� ��� �� ���� ������� ����� ���� � ����� ��� ��������� ������
�� ������� �� ��������� ������� �� ������� ��������

����� �������� �� ������������

� �������� �� ������������ ��� ��������� �� �������� �������� ��������� � ������
������� �� ������������ ����� �� ������� ������� �� ����� �������� ���� ���� �� �������
������� �������� � �������� ���� � ��������� ���������� ����� ��������� �� ����� ���� �
������� ��������� � ���� ����

������ ���� ��������� ����� ��� ���������� � ��� �������� ��������������� �������������

������ ������� �����

γ
∂θ

∂t
= K

∂2θ

∂z2
+

Δε�E2
opt�

8π
sin(2β + 2θ) , ������

���� γ � � ���������� �� ����������� �������� ������������ ��� θ � ����� �������
�sin θ ≈ θ � cos θ ≈ 1� � ��� E2

opt � ��� ���� ������ �� ���� ��� ������� �������� ���
θ(t, z) = θ(t) sin(πz/d)� ����� � ������� ���� ���� ��� �������� �����

���� �� ���������



��� ������ ������ �� �������� �������� ��

γθ̇ = −Kπ2

d2
θ +

Δε�E2
opt�

8π
sin(2β) + θ

Δε�E2
opt�

4π
cos(2β) . ������

���� ������ ����������� � �������� �� ������������ �� ����� �������� ������ ������
����� ������� ���� � ������� �� ������ �� ��� ��� �������

• ������ ������ � ������ ��������

����
Δε�E2

opt�
8π

sin(2β + 2θ)

���� >>

����K
∂2θ

∂z2

���� . ������

����� ������� ������ ������������� � ������������ �� ������ �������� �� ������� �����
�� ���� ��� ������� ��� ��������� �� ������

θ̇ = a+ bθ , ������

����

a =
Δε�E2

opt�
8πγ

sin 2β , ������

�

b =
Δε�E2

opt�
4πγ

cos 2β . ������

�� E2
opt ���� ��������� ��� � ����� ����� ��������� ���� E2

opt = 0 ���� t < 0 �
E2

opt = E2
o ���� 0 < t < τp� � ������� ���� θ � ����� �����

θ(t) =
a

b
(ebt − 1) , 0 < t < τp. ������

�� τp� ��� ����������� � ������� �� ����� ������ ��� �������� �� ����� �� �������
������� ��� ����������� ���� ��� ���� ��������� ���� ������� ��� ������������ �� �����
�������� ����� �������� ������� �� ������������ ��� � ������ ���������� �������� ���
���� ���������� � �������� �������� �� ������� �������� �������� � �������� ������� �� ���
������������� �� ���� ����������� ����������� � ��� ����������� ��� � ����� ����������
sin 2β � �� �������� �� ��� � ���� �������� � ��� ���� �������� � ��� ��� �������� �����
������� �� ������� � ����������� �� ����� ����� ���������� ���� � ���� ������������ ������
�� ����� ��������� � ����� �� θ ���� �� ������� ����� ���� ��� ������� ����

θ(t)

�θ� =
12

π2

t

τr
∼ t

τr
, ������

���� �θ� � � ����� ����� �� θ ����� ���� � ��������� �� �������� τr � � ����� ��
������������ �� ����� ������� �� ���� ��������� ���� τr = γd2/Kπ2� ���� ��� ������� ��
��������� �� 100 µ�� γ = 0, 1 ����·� � K = 10−6 ���� ����� ��� � ����� �� ������������
� τr ≈ 1s�

��������� �� ������ � ����



�� ������������ ������� ������������ �� �������� ��������

����� ������ �������

��� � ������ �� ������� ��� ��������� ������������������� � ��������� �� ������ ��
����������� �� ������ ������ ��� ����� � ������������ ��� ��������� �� ��������� ����
������� � ������ � ��������� ����� �� ��������� �� ������� ��������� � � ���� ����������
���������� �� �������� ���������� ��� ���� �� ���� ������ ������ �� ������� ��������
� �������� ������������ ��� �������� ������ � ���� ��������������� �������� ��� �
�������� ���� ������� � ��������� ��� �������� ����������� ��� ���������� � ��� ����
������� � �������� �� �� ������� �� ������ �� ����� � ����������� ��������� ��
������� ���� ���� �������� � ��������� �� ��� ���� �� ��������� �� �������� �������
�� ����������� �������� ���� ����� ������������� ������������������� ��� ��� ��� ��� �
����������� ������ �� ������ �� ����� ������ Γopt� ����� ������ � ��������� ��� ���������
�� ������� ����� �� ������ Γc ��� ����� � ����� ������������������� ��� ��� � ������������
�� ������ ������ Γopt�

Γc = ηΓopt , ������

���� η � � ����� �� ����������� �� ������ ������ � � ��� �������������� ������ �� ��������
��� ���� ��� �������� �� ���������

������ � ������ ����� �������� ���� ��� ����� � ������� � ������� �����

ΓT = Γopt + Γc . ������

�� ����� �������� �� η ������ ��� � ������������ ��������� �� ������� �������� ��� �
�������� ���� �������� � �������� �� ����� ������ �� ���������� ���� � ���� �� ���� η �
��������� � ������������ � ������������� � ������� �� ����� ������ �� ���������� � �����
��� ������� � �������� �� ������������ ��� ��������� �� ������� ������� ������ � ���������
��� ��������� �� ������� � � ����� �������

����� ����������������

���� ��� ��������� �� ����� ��������� � ��������� ����� � ��� ���������� � �� ���������
�� ������� ������� �� ������� ������� ����� �� ������ �� ����� �������� �� ���� ���������
��� ������������ ���� ������ � ������ � ������� �������������� ������������ �� ��������
����� ������� �� �����������������

�� ����������� ��� �������� ��������� ��� ����� ����������� ����� ���� � ����� �
���������� ������������ ��������������� ��� ������ � ������� ���� ��� ���������� ��
�������� �������������������� � ��������� ������� ������ ����� ������� � ����������� ��
����� ���� ��� �������������� ���������� ��� ����������� � ��� � ��������� ���������
���� ��� ��� ����� ���������� �������� � ������ �� ��������� � �������� ����������������
� ��� � ����� �� ��� ��������� ���� ���������� ��� �������� �������� ��������� ���� ����
�������� ���������� ���� ��� ���� ���������� �� ����� ���������� ���������� ���� ���� �����
�������

���� �� ���������



��� ������ ������ �� �������� �������� ��

������ ���� ������ �������� n � � ����� ������� �� ������� �������� Eopt � � ����� ������
�� ���������� ��� ������� ��������� �� ������� ������� ������ ��� �������� ��� ������� �������
������ ��� ������� ��� ���� �� ����� ������� ��� ������ �������� ����� ��������� �� �������
�� ������ ����������� � �� ������ ���������

������ ������� �����

������ ���� ��������� ������� �� ��� �������� �� �����������

������ ������� �����

� �������� ���������� �� ������ �� ���������������� ��� ����� ��� ������� �� �����
�������� ��������� ��� �������� �� ���������� ������� � ��� ������� ���� ���� ��� ����
�� ��������� ��� ������������ ������� ������ �� ����� � ������� �� ������ ��������� � ���
������� �� ������������� ������� ������� ��� ������� �������� � ����� � ���� � �������
����� ����� ����������� � ����� ���� ������� � ������ � ����������� ���� �������� ��
��������� � ������ �� ���������������� ������ ������ �� ��������� ��� ���������� ���

���������� ��� ���������� ����� ������� ���������� �� �������� ���� ���������� ��������� ��� �����
������� ��� �������� �� ���������

��������� �� ������ � ����



�� ������������ ������� ������������ �� �������� ��������

����� ���������������� ��� ����������� ������� �� ���� �� ��������� �� ����������� �
�������� �� ���������� ���� �� ����������� ����� ���� � ����������� ��������� ���
��������� �� ����� �� �� ��� ����������� � ����������� ���� ���� ��������� �� �������
����� �������� ������� ��� �������� ���������� ������������ ������� � ��������� ������
� ����� � ��������� �� ������������ ��� ��������� ������������� ��� ���� ����������
�������� ���� ���� �� ����� ���� ������� �������� �� ������������ ����� � ��� ���� �
�������� �� �����������

������ ���� ������������ ����� � ��� �� �������� �� �����������

������ ������� �����

� ��������� �� ������������ ���� ������� ��� ���� ���������� � �������� � � ��
������� �� ������� N = N � � ����� �������� �� ��������� �� ��������� �� ���� �� ���
����������� ����� �� �������� �� ������������ ���� �� �� ������ �� ���������� � ��������
�� ���������������� � ����������� �� ���� ���� � ���������� ���→����� ���� ������� ���
���� �� ��������� ���� ������� �� ���� �������� ������� �� ��� ����������� �����

����� ���������� �� ������������ �� ����� ������� � ������ �������

�������

��� ��� ����������� ���������� �� �������� �� ������������ �� ����� ������� ���� ���
������� �� �������� �� ������������������ ������ ��������� ���� ������ �������������� �
����������������� ��� ������ ���� �������� ��� �� ����� �� �������� ����������� �� LiNbO3

� LiTaO3� ���� ���� ����� ��� ���� ������ ������� ��� ��������� ���� ������������� ��
������ � ������������� �� ����� ������� ������������� ��� ����� ���������� �� ����������
� ����� ��� ����� ��������� �������������� ��� ���������� ��� ������ �������� ���������
����� ��� � ������� �� ��������� ����� ���� �������� ��� ���� �������� ��������������
�� ��������� �������������������� ���� ������ ��� ��������� ���� �������� ��� ��� �������
� ������ �� �����

� ������ ������������� �������� �� ��� ������� �� ������ �� �������� �� �� ��������
�������������� �������� ��� ��� ����� ���� ������ ������� �� ����������������� �� ��������
��� �������� ����� �� �������� �� ������� ������ �� ������� �� ����� ������������� ����

���� �� ���������



��� ������ ������ �� �������� �������� ��

��������� ������� ������� ��� ���������� �� ������� � ���� ������� � �� ������
�� �������� �������������� ������������ � ������ �� ���������� � � ���� ����� ����

��������� � ������������� ������������� ������ ��������� ����� ���� ������ ������ ���
�� ������ ��� ������������� �� ������ �� ������� ��� ��������� �� ��������� ����������
����������� � �������� ������������� ��������� �������� �������� ����� ������� � ���������
���������� � ��� � ����������� � � ��������� �� ���������� ������ ��������� ��������� ���
����������� �� ������ ��� ����������� ��� � ������ ������������� �� ��������� ���������
� ������ �������� ���� ������ �������� �� ���� � ����� ����� ����� �� ������� �� ��� ��
��������� ��� ������ �� �������� ����������� ������ ������� ����� �������� � ������ ��
������ �� ���������� ���� ��������� � ������ �� ��������� ���������� ����� ��� � ��������
������ �� ����������������� � � ����� ���� ����� �� ����� �� ����������

������ ���� ������������� ����������� �� ��������� ������������ ����� ���� �������� �
������ ������������� �� �������� ��������������������

������ ������� �����

�� ����� ��� ����� �� ������ �� ��������� ������������ ����� ���� � ����������
�� ������ �������������� � ����� ����� � �������� �� ���� ������ ��� ������ ��� �� ������
θ �� ������ ���������� ��� ������� ������� � ���� ����������� �� ������ � ������������
�� ���������� ����� ��� ��������� �� ������� ������� � ������������� � ������������ E0 �
� ����� ������� ��������� � ������ � ����� ����������� �� �� ������ β �� ������� ��
������� θ� ����� ����� �� ������ �� ������������� ������ � ������ �� ������

I = I0[1 +m cos(qx)] , ������

����
���������� �� ���������� �� ����� ������� ��� ������������� �� ��������� ���� ��� ���������

������ �� ������� �� ����� ���� � �� ����� ������������� ���� �� ���������� ������� ����� ���������
��� ��������� �� ������� ������� ���� �������� ��������� ������� �� �������� �� ��������

�� ��������� �� ������� ������ ������ �� ������ �� ����� �������� �������� �� ���������� �� �����
��� ���������� ���� ����� �������� � �������� ��� ���������� �� �������

��������� �� ������ � ����



�� ������������ ������� ������������ �� �������� ��������

m =
2
√
I1I2

I1 + I2
, ������

� � ����� �� ��������� �� ���� ���� ��������� �������� �������� ���������� �� �����
� ������� �������� �� ������ �� ����� �� ����� �� ���� �� ����� �q� � ��������� � ��
����� �������� �� ��������� ����������� ESC � ���� ����

ESC = −mkBTq

2e

�
D+ −D−

D+ +D−

�
σ − σd

σ
sin(qx)

= E0
SC sin(qx) , ������

���� σ � � ������������� �� ������ ��������� �������������������� σd � � �������������
�� ������ ������� kB � � ��������� �� ���������� e � � ����� �� ������� �������������
D+ � D− ��� �� ���������� �� ������� ���� �� ������� � ������� ����������������

������ ���� ������������� �� ��������� �� �������� �� ����� �����������

������ ������� �����

�� ����� ��� ����� ��� ���������� �� ������ �������������� � ��������� �� �����������
�������� ���� ������������� �� ���� ������ ��������� ������ � ���������� � ���������� ���
������������ �������� ��������� �� ������ �� ����� �� ������� ������� ��������� �� �������
��� �������� �� �� �������� � �������������� �������� �� ������ ����� �� ����� ��������
������������� �� ������� ��� ������ �������������� � ���������� ����� ��� ���������

���� �� ���������



��� ������ ������ �� �������� �������� ��

�� ������� �������� ���������� �� ��� ������������ ��������� �� ��������
����� ��������� ����� ���������� �� ������������ ������� ������������ �� �������� ������

���� � ���������� ��������� � ������ �� ������������ ��������� �������� ���� ���������
����� � ����� �������� ������ � � ����� ������� �� ������ ���� ������ ���� ���� ����
������ ���������� �� �������� �� ���� ������������ � ������ �� ������ �� �������� ����� ��
������������ ������� �� ������� ������� �������� ����

��������� �� ������ � ����
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���������� ��� ��������

�� �������� ��������� �������������� � �������� ���� ����� ��������� ����������� ����
���������� ���������������� ���� ���� ��� ��������� �� ����������� ��� ����� ������� �����
�������� ����������� � ����������� ���� ������ ����������� �� ���������� ����������� ��
��������� ������ ��������� ���������� ����������� � �������� �� ���������� ��� ���������
��� �������� ��� ��� ������� �� ������� �������� ��� ������������ �� ��������� �� �������
����� ���� ����� ����������� ������������ ��� ������� � ��� ��� �� � ������������� ���
������� ��� � �������� ����������� ���� ������ � ������� �� ����������� �� ��� ����������
� ������������ ��� ��� ��� ��� ��������� ���� ��������� � ��������� �� ����������� ���
������� ������������ �� ��������� �� �������� ������ ����� �������������

��� ������� ������� ���

�� �������� ��������� ���������� � ������� ������� ��� �������������������������������������
��� ��������� ������� ��������� �� ����� ���� ���� �������� ��������� ��������� ��
��������������� 0, 99g/cm3� ����� ��������� �� 291, 43g/mol � ��� ��������� � �����
������� �� ��������� ������� � �������� ��� ��������� ����� � ������� � �������������
����� ��������� ��� ������� ������������

������ ���� ��������� ������� �� ������� ������� ����

������ ������� �����

� ��� � ����������� ���� ����� ������� ������� ������������ ����������� ���� �����
��� ��������� ����������� ����� ���� �� ������� �������� �� ��������� ��� ���������� �
������ �� �������� �� ������������ �� ��������� ������������ ��� ���� �������� ����
���������� � ��������� �� ���������� �� ���� ������� ��� �������� ������������� TKA =

296 �� ���� � ��������� ������ ���������� � ����������� TAN = 306, 5 �� ���� � ���������

��



��� �������� ��

���������� � ��������� � TNI = 313, 5 � ���� � ��������� �������� � ���������� �����
����� ���� �������� ��������� ��� ������������ ������������ � ��� ������� ��� ����������
���� ������������ ������������ � ������������� ����� ������ ��������� � ������ ����� ��
�������� �������� �P < 200mW ��

�� �������� �� �� ���������� �� ����� ���� �� ��������� �������������� ����� ���
�������� ���� ��� �������� ��� � ��������� ������������������� � �� �������� ������ ��
����� ��� ������� ��������� �������������� ������ ���������������� �� ���������� ����
���� � ��������� � � ��������� �� ������ ����������� ��� ��������� ��� � �������� ��
��������� ���������� � �������� ��� � ��� �������� ������� �� ������ ����� � ���������
� �� �������� ����� ���� ��������� ��� ���������� �� ������� ����� �� ������������
���� � ���� �������� � ���������� ���� ������ �� ������ ������� � ���������� �� ��
������������� ������� ���� � ��������� �� ������� ����� �� ��������� ��� ����������
��� ����� ����� �� ������������ ���� � ���� �������� � ���������� ������ ����� ����
������ ��� ������������ ��� � ����� TAN/TNI ���������� �� � ��������� ������������������
� � �� �������� �� �� ������� ������ ����� ���������� �� ����� �� �������� ������
���� ��������� ���� TAN/TNI < 0, 93� � �������� ��� � ��������� �������������������
���� �� ������� ������ ��� � ����� ��������� ���������� �� ���������� CV ∝ t−α� ���
t = |1 − T/TAN | ����� � ����������� ��������� ���� 0, 93 < TAN/TNI < 1� � ��������
��� � ��������� ���� �� �������� ������ ��� � �������� α ���������� �� �����������
�� ��������� �� ������� �� ����� ���������� �TAN/TNI = 1�� �� ���� �� ���� ����� ���
TAN/TNI = 0, 977 � ��� ��������� �� �������� ����� � ���������

������ ���� ��������� �� �������� �����

������ ��������� ����� �����

��� ��������

����� �������� ���������� �������������� �� �������� �������� ����� ����� ���������
������� ������� �������� ��� �� ������ �� ������� ��������� �� ��������� � ����������
������������� ���������� � ��� ���� �� �������� � ����� ��� ������� � ������� ������
��������������� �� �������������� ����� ���������� �� ������� � ������������� �����
������ ��� ������� ������������ � �������� ��������� ��� ������������ ����������� �
��������� ������ �� �������� ��� ������� �� 410 ��� 510 �� � 615 ��� ��������� ��

��������� �� ������ � ����



�� ���������� ��� ��������

���������� �� ���� π → π∗� � �������� ��� �������������� � �� ����� �� 0, 7 �� � ���
������ � ������ ������� ��� ����� ����� �������� �� ��� ��� ������

��� ������� �������� �� ������

����������� ����������� ����� 2− (4−Dimetilaminophenylazo)benzoicacid �� 4−
Dimethylaminoazobenzene− 2− carboxylicacid� ��� � ������� ��������� ��� ������� ��
������������� ��� ��������� ������� ���� ��������� �� ����� ���� ���������� � �������
��������� ���� � ������������� ��� ������ ����� ��������� �� 269, 3 ����� � � ����� ��
����� ����� 179− 182◦�� ���� �������� ��������� ���� �� �������� �� ����� �� 410 ���
����� ��������� � ������� �� ����������� �� ��� ��������� �������� ���������� ��
����������������� ���� �������� ��� �������� ��� �������� �� �������� ��

������ ���� ��������� ������� �� ���������� �������� �� �������

������ ������� �����

��� ���������� ��� ��������

�� �������� ���������� ���� �� ������� ��������� ����������� �� ������� ������� ���
������ ��� �������������� �� ������� ��������� ������ ����� �� ���������� �� ������
�������� ��� ��������� ��� ������������ �� c = 0, 1% �� ������ �� ��������������� ��
�������� ���������� �� �������� ����� ������� �� ��� ������ �� ������� ������ ���
��������� �������� ��������� �� ������������������������ ��� ����� ����������� �� 100 µ��
� ����� ��� ������� � ������� ��� ��������

���� �� ������� �� ������������� ���� �� ������� ���������� ������ ���������� ����
��� ������� ������� ��� ������ ��� ���������� �������� �� ������� ��� ������������
�� 0, 3% �� ������ � ��������� ��� ������� �������� �� �������� ��� �� l = 100 µ�� ��
����� �� ������� ����� ������ ������� ��� ����������� ������������� ���� ������������
���� ����������� �� ������ ��������� � ������������ ���� � ���������� ��� �������� ���
� �������� � ��� � �������� �� ������� ��������� ��� ��������� �������

���� �� ���������



��� ���������� ��� �������� ��

������ ���� ������� ��� ������� ����������� ��� ������� ��������

������ ������� �����

• ��� ����������� � ��������� �� ������� ���������� � ����� �� ������� ����������
� � ������ ���������� �� ������� ������� ���� ���� ������������ �������� �����
���������� ������� � ��������

c =
mdopante

ρclVcl +mdopante

, �����

���� c � � ������������� mdopante � � ����� �� ������� ��� ����� ����� �������� ���� ��
�������� �� �������� ρcl � � ��������� �� ������� ������� � Vcl � � ������ �� ������� ��������

• � ������� ��� �������� �� �� ���� ��������� ����������� ������� � ������ ��
����� ������������ ��� �� ����� ������ �� �� ��������

• �� �������� � ������� ��� �������� �� �������� ��������� ��� ��� ��� ������ ���
������� ����������

���� �� ��������� ��� ��������� ��� ������� �� �������� ��������� ������ ��������
���� � �������� �� ���������� ��� ��������� �� ����� ������������ ������� ������ �������
����������� � �������� ��������� ��������� ��� ������� ���� �� ���������� ���� �����
���� � ���������� ��������� ��� ������� ���� � �������� �� ���������� �� ������� �����
������� ����� �� ������� �������� ���� ������ ������������ ��� ������� ������������

����� ����������� ������������

���� ����� �� ����������� ������������ ��� �������� � ������������ �������� �� ���
������� �� �� ����������� ��� ������� �� ����� ����������� ������� � �������� ����������
��� �� ����������

• ������� �� ����� ��� ����� ����� ������� �� �����

• ���� ����������

• ������ �������������

• ����� ����������

��������� �� ������ � ����



�� ���������� ��� ��������

• �������� �� �����������

• ����������������������� ��������������

• �������

• �����������

• ��������� ���������� ���������� �������� ����� �� ������ ������

• ����� �������������

• ������ �� ��������

������������� ��� ��������� � ������� �� ����������������������� �� ������� ���� ���
���������� 0, 39 � �� ����������������������� �� 100 �� �� ������� � ������� ������ ���
���������� �� ������ ������ ���� ��������� ������ ��������� ��������� �� ������������
� �� �������������� �� ������������ �� �������� � ������� ������� ��� ���������� ���
�������� �� ������� 10 �� �� ���� ���������� 15 �� �� �������� �� ���������� � 25 �� ��
����� ���������� ���� ��������� ��� � ����� ��������� ���� ��� �������� ���� � ���� ���������
� ����� � �������� ���� �������� �� ��� ������ ���������� � ��� � ������ �������� ����
������ ������������ ����������� � ��������

�� ������� �� ����� ����� ����������� �� �� ������ �������� ������ ������������
� ����� �������� �� ����� ������������ ��� �� �������� �� �������� �� ������� �����
���������� ��������������� ��� ���� ��������� � ������� ��� ����������� ��� ��������� �
���������� ���������� ��������� �� ������� ����� ������� ������� ���� ���� ������ ���
���������� �� ������� ������� ��� � �������� �� �� �������� ���������� ��� ���� ������
����� ��������������� �� ������� ����� ����������� �� ������� �� �����������������������
��� �� ��������� ���� ����� ����� ���������� ��������� ��� ���� ���������� ��� ���
�� ������� ����� ������� ���� ������� �� ������ ��� � ������ � ����������� �� 120 ◦��

���� � �������� �� ������� ����� ���������� �� ��������� ����������

• ������� �� ����� ��� ��������� �� ����������� ��������� �������

• �����������

• ����������� �� ����� ���

• ���� ������

� ������������ ���� � �������� �� ������ ��������� �� ������ ���� ����� ���� ��
��������� � ���������� ����� ���� �������� � ���������� ��� ��������� ���� �����������
� ����������� ��������� �� ����� ��� � ������ � ������ ��� ����������� ���� �������
�������� �� ��������� �� ��������� ������ �� ���� �� ������� ��� ���������� ����������
� ���������� ��� �� ����� ���������� ������� �������� ��� ���� ����� �� ����� ��������
���� ���� ��� ��������� �� ���������� ���� �������� ���� � ���� � ���������� ���� �����
� ����� �������� ��� �������� ���� ����� ��� ��������� � ������������� ��� ������� ��� �
������� ������� � ����� ��� ������������� �� ���� �� ������� ������� ���� ��� ��������� ����
������������ ��� ���������� ��������� ��� ��� ��������� � ���� ����������� ���������� ���
� ������ ����� ���������� ��� ������� ������������ ��� ��� �� ���� ��������� ���������
����� ������� ��� ���� ������

���� �� ���������



��� ����������� �� ��� ���������� ��

��� ����������� �� ��� ����������

������ ����� ���� � �������� ������� ������������ ����� ���� � ������������ ��� �����
�������������������� � ������� �� ����������� �� ��� ���������� ��������� ��� ����������
���������� ���� � ������ �� ������������ �� �������� �������������������� ��� ����� �� ���
������������ � �������������� ����� �������� � ��������� � ��������������� � �������� ���
�������� �������������������� ����� ���� ������������ ��� ����� ������������ ��� �� ����
������ ���� ���� ���������� � ����������� �� ��������� � ���� ���������� �� ���������
�� ����������� ��� ����� �������� ������ �� ���������� �������������

���� ����������� � ��������� ��������� �� �������� �� ����������� �� ��� �������
����� ������ �������� � ����������� ����������� ���� � ���� �� ��� ������� �� �������
������� �������� ����� ���� ������ �� ����� ������������ ��� ������� ���� � �����������
����� ���� ������������� ��������� �� ����� � ������� �������� ����� �� ������������� ��� ��
90o� ������� ����� ��� � ������ ������ ����������� ������� ����� ���� �� ����������� �
������� n̂ ���� �������� �� ����� �� ������ (x, y)� ���� ������ � ����� ���� ����� ������
n̂ ��� ������� �� ���������� �������� z� � ����� �� ��� ������ ������������� �� ����� ��
�������

������ ���� ���������� �� ��� ������� �� �� ������������ ��� ������� �� ������� �������
�������� � �� �����������

������ ������� �����

� �������� ������������ ����������� ����� � ����� �� ��� � � �������� ��� ��� ��� �
��� �������� ����������� ����������� ������ �� ���� ��� �������� �������� ����� ����������
������� � ��� �� ������� � ������� � �������� �� ���� ������ ��������� � ���������������
��� ����������� ������������� ����� ��� ����� � ����������� �� ����� ��������� ����� �
I = A2� ���� A � � ��������� �� ����� ���������� �� ������������ ��� ����� ����������
� ��������������� ���� ����� A sin β � A cos β� ���������������� β � � ������ ����� �
����� ������� n̂ � � ����������� �� ��� ���������� �� ����� ���� �� ���� ����� ��������
��� � ������� �� ������ ���������� nod/c � ned/c� ���� d � � ��������� �� ������� c �
���������� �� ��� �� ������ no � ne ��� �� ������� �� �������� �� ���� ��������� � ���
������������� ���������������� ������ ���������� �� �������� �� ���������� ��� �����

��������� �� ������ � ����
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2πd
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(ne − no). �����
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b = −A sin β cos β cos
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������ ���� ����� ���������� ������� ����� ���������� � ����� ������� �� ������
������ � ���� ���������� ���� Ā cos(wt + φ̄)� ���� Ā2 = A2

1 + A2
2 + 2A1A2 cos(φ1 − φ2)�

������ � ����������� �� ��� ��� ��������� �� ������������� �������� � � ������� �����

I = I0 sin
2(2β) sin 2

�
πd

λ0

(ne − no)

�
. �����

���� � ������ ���� � ���� ���� n̂ ⊥ ẑ� ���������� ������ �� ��� ������ ��� �������
����� ������� �� n̂ ��� �� ������ θ ��� � ���� z� ������������ � ������� ��� �����

I = I0 sin
22β sin 2

�
πd

λ0

�
neno√

n2
e cos 2θ + n2

o sin 2θ
− no

��
. �����

���� ��� ������ ��� ����������� ������������� ���� � ����� ������� n̂ ���� �������
������� �� ����� �� ������� �� ���� ��� ����� ����� n̂ � ẑ� ����� θ = 0� ����� �����
������ � ���� ��������� �� ������� ������� �� �������� ���� ���� ��� ����� ��������� ��
��� ������������ ��� � ��������� ���� ����������� ���� ��������� ��� �� �������� �� ���
� �� ������ ������ � ������� � ��� ���� �� ������ ��� � ������� ��� ���� � ���� �� ���
θ = 0 =⇒ I = 0�

�� ������� �� ����������� �� ��� ���������� ����� ���������� �� �� ������������
���������� ������� ��� �� ������� ������� ��� �������� ��� ��������� ��� ��������
���������� 10× � � ������ ��� ������������� ��� ��� ������ �� � ����������� ���
������� �� �������� �� ������ ���� � ����������� � � �������� �� ����������� ��� ���������
�� ������� �� ����������� ������� �� ������������ ������ �� ����������� �������� ���
����� �������� ��������� � �� ���������� ������� ������� � ������� �� �������� ��
����������� ��� ������� ������������ �� �������� ���� ������ ��������� �� �����������
������ � ��������� ������ �� ����� ��� � ����� ���������� �� �������� �� ����� 0, 1 ��
� ����� �� �������� ��������� �������� ��������� �������� �� ��������� ���������� ��
�������� ����� ��� ��������� �� ����������� �� �������� � ������� ��������� � ��������
�� ����� ����

��� ������ ��� � ��� ����� ��������� � �������� ���������� ���� �� �������� �� 8CB

���� � 8CB ������ ��� 0, 1% �� ����� �� �������� �60 ��� ����������� �������������
� �������� �������� ��� ��� �� �������� �� ������ � ��� ������� � ��������� �� �������
����� ������������ ��� ���������

����� ������� ���������� ����� �������� �������������� ���������� ���������� �
��������� �� ����������� ��� �������� ������ ��� �������� �������� �������� ��� ����

���� �� ���������
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������ ���� ������� ������������ �� ����������� �� ��� �����������

������ ������� �����

������ ���� ������� �� 8CB ���� �� �������� �����������

������ ������� �����

������ ���� ������� �� 8CB + 0, 1% �� ����� �� �������� �� �������� �����������

������ ������� �����

��������� �� ������ � ����
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��������� ��� ���������� ��� ������ ���������� � �������� � �������� � ���������� ����
������� ���� �� 8CB � ������ ��� ���������� ������������� �� �������� �60�

��� �������� ������

��� � �������� �� ������������ �� �������� ���������� �� ����� ��������� ��� ����� ����
���� �� �������������� �� �������� ������ ���� ���������� ����� �������� ������������
�� ���� �� ��������� � ����� ���������� ��� ������� �� ��������� � � �� ������������� ����
������ � �������� �� ��� ������� � ������������ ����������� � ��������� �� �������� �������
����� ��� ��������� ������������� ��� ��� ��� ��� ����������� �� ��������� �����������
���� �� ��������� �� ������� �� ������ ������������ ��������� � �������� �� ����� ��������
������ ��� �������� �� ���������� ������������ ������� ���� ����� �� ��������� ����������
��� ����� ��� ������������ �� ��������� ���������� σ → σ∗� n → σ∗� n → π∗ � π → π∗�
� ����� ��� ������� �� ��������� ���������� ����������� �������� ��������� ���� ��������
�� �� ������

������ ���� ��������� ���������� ����������� �������� ��������� ���� �������� �� �� ������

������ ������� �����

• ��������� σ → σ∗� �� �������� σ ��� �������� �� ���� ����� �������� � ��������� ��
�� ������� ����� ������� ���� � ������� ����������� � σ∗ ������ ��� ���� ������� ��

�������� ��������� ������� ����� ������� �� ���������� ��������� ��� �������� ��������� ��� ������
���� ������������� �� ��������� �� �������� ����� �� �������� �� ��� ��� ���� �������� � ������� ���
������� ����� �� ��� � �� ������� �������� � ������� ��������� ����������� ����� ������� �� ����������
������������� ��� �������� ��������� �� ���� ��� � ������������� �� ��������� �� ������� ����� �� �������
� �������� ������������ �� ����� ���� ��� ��� ���� ��������� ��� ������� ����� ��� � ��� ��������
�������� ����������

���� �� ���������



��� �������� ������ ��

���������� � ���� �� ��������� ������ � ���� ���������� ���� �� ����� �� λ ≈ 125

�� ��� ����������� � ������ �� ������������ ��������� ��� ����� �� �������� ��
�������� ����� ����������� �� ���� ���� ���������� � �������� �� ��� ���� ���� ��
��������� � ����� ������ �� �������� �� ����� �����

• ��������� n → σ∗� �� �������� n ����� ����������� ���������� ��� � ���������� ��
������������ �� ��� �������� ��������� ��� �������� �� ����������� � ���������
� ���������� � � �������� �� ���������� n → σ∗ ���������� �� ����� ������� ���
�� ���������� σ → σ∗� � ���� �� ��������� ������ � ���� ���������� ����������� ��
����������� �� ���� �� ��������� 150 − 250 ��� �������� ���� ���� �� ���������
���� ������� �� ������� ������������ �� ���� �� � �������� �� ������ ����������
������ ���������� �� ��������� ������������� ���� ����������� �� �������� σ � π �����

• ��������� n → π∗ � π → π∗� �� ��������� ���������� ������� ��� ��������� ��
�������� �� ���� �� ���������� �� �������� π �� n ���� � ������ �������� π∗� ��
��������� �������� �� ����������� ����� ���� ���������� �� ���������� � �����
������� ���������� �� ������ ����������� ��� ���������� �� ��� ��������� ����������
����� � ������� n � � ����� ������� ��� ���������� �� ������ �������� � � π∗� ��
���� ���� � ��������� n → π∗ � � ��������� �� ��������� ������ ��������� �������
���� �� ����� �� �������� ���� ����� ���������� ������������ �� ������ �� �200−700

��� �� �������� �����

������ ����� �������� �� �������� �� ������� ������� ����
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��� ��� ������������� �� ��������� ���������� ����������� �������� ��������� ����
�������� �� �� ������ ������� �������� � �������� �� �������� ������ ���� �� ������� ��
8CB ���� � 8CB+0, 1% �� �������� �60� �� ������� �� �������� ����� ������ ����������
�� ������������� ������ ���� �� ������� ������ ������ � ����������� ������ ����
������ �� �������� ��� �������� �������� �� ������� �� ��� ����� �� ����������� ��
���� ����� 175 �� � 3300 ��� � ��������� �� ����� ��� ����� ���� �������� �� �������

��������� �� ������ � ����
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� ����� ���� ��������� � �������� �� �������� �� �������� ��� �� ������ ������� ��
�������� �� ���� ������� �������� ��� � �������� ��������� �� ���� �� �������� �� 317

�� ��������� � ��������� ���������� π → π∗� ���� ��������������� ���� ���� �� ��������
�� ���� � ��������� ����� �� ������ 1A1g →1 B2u� �������� �� ��������� ��� ����������
���� ����� ���������� �� ��� ���������� ���� ��� ��� ��������� ��� �������� �����
����� �� ������ �� �������� ��������

������ ����� �������� �� �������� �� ��� ������ ��� 0, 1% �� ����� �� �������� �60�
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� �������� �� �������� �� ��� ������� ��� 0, 1% �� ����� �� �������� ���� �
��������� �� ����� ����� ���� ������� �������� ������ ������ �� �������� ���������� ��
�������� �60� ��� ����� �� ����� ��� ������������ �� ����� 407 ��� 497 ��� 609 �� �
620nm� ����� ������� ������ � ��������� �� ������ ����������� S0(

1Ag) ���� � ��������
������ �������� S1� �� �������� � �������� ������ �������� �� �������� �60 � �����������
1T1g,

1T2g � 1Gg� �� ���� ��� �� ������ �� �������� ������������ ������������ ��
����������� �� 407nm � ������ � 1T1u → 1Ag � �� ������ �� 497 ��� 609 �� � 620 ��
��� ������ �� S0(

1Ag) → S1(
1T1g,

1T2g,
1Gg) ������

����� �������� ��� �������� ���� � �������� �� ���������� �� �������� �� ������ �����
��������� ����������� ���������� ��������������� ������� � ������ ���������� �� ��������
8CB � �� �������� �60� ����� ���� ������� �� ����� �������� ��� ��������� ����������
�������������� � ������ ��� ������������ ��������� ������� � ����������� ������ ����������

���� �� ���������
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� ������ ������� ��� ��������� ��� ������������ ���������������� ���� ��� �������
� ��� ��������� ���� ��� ���� ������� ��� ������������ �� ����� ���������� � ����� ���
����� ��������� ���� ���������� �� ������������ ������������������ ���� ���������� ������
����� ��������� �� �� ��������� ��������� �� ������ ��� ������������ �� ���������� ����
���� ��� ��������� ������ �� ����������� ������������������� � ��� ��� ��������� ��
��������������� �� �������� �������� ���� �������� ���� ���� �� ������� ���� ���� �������
�� ������������ ����� � �� ��������������������� ������ �� ����������� � ������ �� ���������
����� ������� ��� ���������� �������� ��� �������� �������� ��� ������� �������� ���������
������ � ��� ������ ���������� ���� ������������ �������� �� ������������ ����������� �
������� �� �������� �� �������� ��������� � ������������� ������� ��� ���������� ����
������������ ���� ���� � ������������� ������� κ � � ������������ ������� D = κ/ρcp�
���� ρ � � ��������� � cp � � ����� ���������� ��� ���������� �� ���� ��� �������� ��������
��� ���� ����������� ��� �������� � ������������� ��� ������� ���� ���� ���� ���� �����
���� ������ � ������������ � �� ��� ���������� ���� ����������� ���� � ���������� ��
����������� ������������ � ��������� �� ���������� ��� �� ��������� ��������������������
� ������������ ������� � � ������������� ������� ��� ������������� ��� ����� �������� �
�������� ����� �����

� ������� �� ��������� � ��������� �� ����� � �� ������ ������� � ����� ���� � ������
��� ������������ ������������� �� �������� ��������� ���������� ���� ������� ������� �����
� ����������� �� ���������� ������������ � � ������������ ������� ��� � ������������
� ������������� ������ ���������� ������ ��� ������� �������� � ��������� ���� ��������
�� ���� ���� ���� ��� ����� �� ����� ���� �� ��� ������� �� ������ ������� ��� ������� �
�������� �� ���������� �� ����� �� ��������� ���� ����������� ��� � ����������� �� ������
�� �������� ��� � ������������ ��� ���� ��� ������ � ������ �� ������� ��� �����������
������������ �� ��������

���� �������� � �������� �� ������ ��� ������������ ������������� �� �������� ��������
������� ��� ����� ������������ �� ����� �� �������������� �� �������� �������� �60�
�� ���������� �� ��������� ����� �� ����� �������� � ����������� � ������� �� ��������� �
��������� �� ����� ��� ��������� ���� �������� ��� ���������� ������������� ��� ���������
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��������� ��������������������

��� ������� �� ��������� �

��������� ������� ������������ ������� ������ � �������� ������ �� �������� ��
����� ������ �������� ������� ��� ����������� �� ����������� �� ������ ������ �
��� ����� � �������������� ������� ���� ������� ������� ������� ������������� �� �����
����������� � ������������� ����� ������������ � ������� �� ��������� � ���� ����������
�� ����� ������� � ������ �� �������� ����������� ����������� � ���������������� �� ��������
����� �� �������� ��� ���������������� � ��� ������ ������ �������� ��������������������

� ��������� ����������� �� ������� �� ��������� � � � ��������� �������� �� ������
��� ������� ������� � ������ �� �������� ��� ������ n2 �� ��� ������� ������������
��� ������� ����� � ������������� �� ����� ���������� ��������� ��� ����� ��������� �
� ��������� �� ���� �������� �� ����� �� ������ ���� �������� ����� ����� � �����������
� � �������������� �� ����� ����� ����� ���������� � ��������� �� �� n2 > 0 �� n2 < 0�
���������������� ���� ������� ��������� �� ������� �������� ���� ���� ��� ���������
�� ����� ���� �� ����� ��������� � ��������� ���� ����� � ������������� �� �� ����
���������� ���� ������ �� ������� �� �������� � ������� �������� �� ��������� � �����
���������� �������� ��� ������ �������� ��� � ������� �� ������� � ������� �� �����
�� ������� ����� �� ����� �� ������� �� ���������� �� ������ ������� ���� ���� z� ��
�������� � ����������� �� �� ����� �������� �� ������� ����� �z = 0�� ���������� ��
����� ��������� ��� ���� � �������� �� ����������� �� ����� ����������� ���� ��������
I(z)� ������� �� �������� �� ��� ����� �� ������ �� ������� z �� �������� ���� ������
��� ������� ��������� � ��������� � �������� �� ������ �� ������������� ����������� ��
������ �� �������� � ������������� ����������� � ������� ���� � ����� ����� I(z) � �
����������� ����������� ��� � ������� ������� �� �� ����� �������� �� ���� I(z → ∞)�
���� � ����������� � ������� ����� �����

TN(z) =
I(z)

I(z → ∞)
�����
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�� ����� ���� BS ����������� �� ������� �� ������ �������� D1 � D2 ��� �� �����������
� ������ �� ����� ���� ������� �������� ��� � �������� �� ����� �������� D1 ������ ��
��������� �� ����������� �� ����� ��������� ���������� ��� ������� �������� � ������������
��� ������� �� �������� ����� ���� ��������� �� ������ ����� ��������� ��� ����������
������� � ����� ����� � ����� ������ ���� ������� D1 � ����� ������ �� �� �������� ��
���������� D2� � ������� �� ��������� � ������ ���� ��� ��������� ���� ����� ������� ���
��������� ���� ����� ������� ����� ������������� � ������ ���������� � ������� ��� ��������
� �������� ���������� ������

� ������ ������� ������� � ���������� �� ������ �� ��������� � � � �� ����������� ��
�������������� �� ����� ���������� ���������� �� ����� �� ������ �� �������� ���������� ��
��������� ���� ���������� �������������� �� � ������ �� �������� ���������� �� �������
��� ��������� n2 > 0� � ������ ��������� � � �� ���������������� ��� ��������� �� ����������
�� ����������� ����� � �������� ������ � ������� ������� ����� �� ����� �� ����� �
������� �� ����� �� ���� �� ������ ��� �������� �� ����������� �� ����� ������������
�� ���� ���� ������ � ������� ���� ���� � ���� �� ������ � ����������� �� ����� ��
�������� ��� ��������� �� ����� � ������� �� �������� ���� ��� ����� ������������ ����
� ������� ��������� �� ������ �� �������� ���������� ��������� n2 < 0� ���� ���������
�� ������������� �������� � ����� �� ������������� �������������� ���� ��� �������
��� n2 > 0 ���� ��� ��������� �� ����� ���� ���� ����� ��������� �� ���� ���� z < 0 �
�� ���� ���� z > 0� ���� � ������� �� �������� ���� ��� ����� ������������ �� ����
���� � ������ �� ������������� ����������� ������ � �������� ���������� � ����� �� ���
����������� �� ��������

����� ������� �� ��������� � ��������� �� �����

� ������� �� ��������� � ��������� �� ����� ����������� � ��� �������� ���� �������
�� ��������� �� ���� � �������� ��� ������������ ��� ��������� ��������� ��� ����
� �������� ���������� ��������� �� ������ �� �������� �� ������ �� �������� ����������
������ �� ������ ����� ����� �� �������� ������� �������� ��� ������ �������� ���� �������
�������� �� ��������� �� ����� �� ��� ������� ��� ����� �������� ���������� �������� �
������� � ��������� �� ����� �� ���� � �������� �� ���������� �� ������� �������� � ������
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������ ���� ����� �� ������������� �������������� ���� ��� ������� ��� n2 > 0� � ������
������ ������ �� �������� ������� �� ������� �� �������� ��� ����������� ����� ��� �� �����
������ ������ ������ � ������� �� �������� �� ���� �� ����� � ��� ��� �� ������ ������
������ �� ������ �� ���� �� ������ ��� ������������� ����������� �� ������ �� ������� � ��
��������

������ ������� �����

����� �� ������ ����� ����� � ��������� �� ��������� ��������� ���������� �� ��������
���� ����� ����� ��������� �� ���������� �� ������ ����������

������ � ������� � ������� � ����� �� ��� ����� ������ ����� � �������� ��� ��������
�������� � ��� ����������� ���� ������� ��� ��������� ���������� ���������� � ������� ��
������ �������� �� ����� ������ �� ��������� ����������� � � �������� ������ �� ��������
����� ���������� ���� ������ ������ �� ���� �� ��� ��� ��������� ���������� � �������
�� ����� ��� � ��������� ���� ������� � ������ �� �������� �� �������� ���� �� �����
�������������� �� ������������� �� ������� T1� � �������� �������� ��������� �� �������������
��������� �� ���� �� ��� � ��� ��������� ���� ������� � ���������� �� ������ �������
� ������� �� ��� ������ �� �������� �� �������� ����������������� � ����� �� ���
����������� ��� � ������ ���� ��������� ��������� ��� �������� ��� � ������ �� ����
���� � ������� �� ��������� ���� � ����������� ��� ��������� τ = 0 � τ = T1 � �������
� ����� ����� ����� �������� ���������� ������ ������������� ������ � ������� �������� �
� ��������� ������������ � ����� ��� ������� � ������������� �� ������ �� ����� ��
�������� ���������� �� ������� �� ���� �� ����� �z = 0��

����� ����� S1 ����������� � ����������� �� ����� ����������� �� �������� �� ��� �
������� � ������ � S2 ����������� � ����������� ������ �� �������� ������� �� �������
�� ��� � ������� �������� � �������� �� ������ � ������������� � ���� ������ ���� �����
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TN = S2/S1� ���������� � ������������� ���� ����� �� ��������� ������� � ������ ����
� ������������� ����������� TN �� ������ �� ������� z� ���� ���� ��� ��������� ��
����� ����
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������ ������� �� ��������� ���� � ������ �� ����� ������� �� ����� �� ������ �������
������� ���� ���� � �������� �� ������������ ��������� �� ������ ����� ������ ����� �����
����� ��������� ������������ �� ������� �������������� �� ������� �������� �� ��������
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������������������� ������� ��� �������� �60� �� ������� ������ ������������ ���� ��
���������� ������� �� ������� �� ��������� ���������� �� ����� ����� ��� ����������
������ �� �������� �� ����� ��������

����� ������ �� ����� �������

� �������� �� ����� ������� � �������� ���� � ����������� �� ������� ���������� ��
��������� �� ������� ��������� �� ����� ������� ���������� �� �� ����� ����� ��� �����
���������� ���� �������� ������������� ��� ��������� ������������ �� ������ �����������
��� ��� ��� ������ �� ���������� �� ����� ���������� �� �������� �� ������� �� �����
�� ����� ������ �� ����� ��������� ������ ����� ��� ������� �������������� ��������
� ����� �� ������� ������������ �� ����� ��� �� ������ �� ����� � �������� �� ��������
���� ΔT (r, τ) � ����� �� ��� ��� ������� ����� ����� � �������� ���������� ���� ��� �
���������� �� ����� ���� ������ ������ � ��� � ���������� �� �� ������� ���� ��� �����
��� � ������� �� ����� ���������� w0� �� ���� �� ������ z = 0� ��� ���� ���������� ��� �
����������� ������� �������������� ��� � ����� ��� ������� � ������ ������������ ��
τ >> τc� ���� τc � � ����� �������������� �� �������� �� ����� ������� ���� ����

tc =
w2

4D
, �����

���� D � � ������������ ������� � w = w0

�
1 + (z/zc)2 � � ���� �� ����� �� �������� ���

w0 ����� � ���� ������ �� ����� �� z = 0 � zc � � ��������� �������� �� ������ � �������
�� �������� �� ����� ������� ���������� � ������� �� ��������� � � ����� ���������� �
����������� �� ���� �������� ��� � ������������ �� ������ �� ���������������� �� ��� ����
�������� � ������� �� ����������� ΔT (r, t) �� ������� ���� �� ��������� �����������
�� ������ �� ��������� ����� � �������� ���������� �� ������ �� �������� Δn(r, t) ���� ����
����������

Δn(r, τ) =
dn

dT
ΔT (r, τ) . �����

���������� ������� ����� ��������� ���� � ��������� �� �������� �� ����� ��������
���� ����� ��� �������� ��� ���� �������� ��������� �������������� ���� ���� � ������
���� �� ������� � ��������� �� ����� �� ����� ����� � ������ �������� ��� ������� �
������������� ������� ��� ����������� ���������� ���� � ������������ �� ������������
���������� � �������� ��� ���������� ������������� �� ������� � ������ �� ����������
������� ���� ����� �� �������� � ������ �� ����� ���������� ���� ���������� ����� ��
����������� ������������ �� ������� � �������� ���������� ���� ��� ����� ����������
������������ ��� ������� �� �������� ����������� ���� ���� ������� ��� � ���� � ��������
���� ���� �� ����������� ��� � ����������� ���� ������� �������� ������������������� ���
������� ������� ����������� �� ���������� ����������� �� ������ ��� ������� ���
������ ��������� �� �������� ����������� �� ��� ��������� � �������� ��������� ���
������ �������� �� �������� ���������� � ������� �� ���������� ���� ��������� ����� �����
����� ������� �� ��������� �� ����������� �� ����� ������������ I(z, τ)� ������� ��� ���
���� �� ��������� � ���� ��� ������ �� ������� z �� ������� � �� ����� τ �� ���������
����� ��� ������� ������� ��� ��������� ���������

���� �� ���������



��� ������� ������������ ��

I(z, τ → ∞)

I(z, τ = 0)
=

�
1− θ

2
tan−1

�
2γ

3 + γ2

��2
, �����

�

I(z, τ) = I(z, τ = 0)

�
1− θ

2
tan−1

�
2γ

3 + γ2 + (9 + γ2)τc/2τ

��2

, �����

���� γ = z/zc� zc � � ��������� �������� �� ������ � ��������� θ ����������� � ���������
�� ���� �� ����� ������ �� ������ �� ���������������� �������� ���� �������� �� �����
������� ����� r = 0 � r =

√
2w0� ���� ���� ��������

θ =
Pabs

κλ

dn

dT
, �����

���� λ � � ����������� �� ���� �� ����� ��������� � dn/dT � � ���������� �������������
κ � � ������������� ������� ���� ����

κ = ρcpD , �����

���� ρ � � ��������� �� �������� cp � � ����� ��������� � ������� ��������� � D � �
������������ �������� Pabs � � �������� �� ��������� ���������� ���� ���� ����������

Pabs = Pi[1− exp(−α�0)] , �����

��� Pi ����� � �������� �� ���������� �� ������ α � � ���������� �� �������� ���� �
����������� �� ���� �� ��������� � �0 � � ��������� �� �������� ��� �������� ���
� ���� � ������ �������� �� ������� ������ ������ �� ������� z =

√
3zc� � ������

������ ��������� � �������� ���������� �� ���������� ������ θ � τc ������� �� �������
��� ����� ������������� ������� ��� ������� �� ��������� � ��������� �� ������ ���
�������� ������� ����� ������������ � ������� ������������ � �� ���������� ������� ������
� ������� �� ��������� � ��������� �� ������ ��� ���� �� ���������� �������������
������� ������ �� �������� ��� � ����

��� ������� ������������

� ������� ������������ �� ������� �� ��������� � ��������� �� ������ ����� ����
���������� �� ���������� ������������ ��� �������� �� ���������� ���� ��������� �� �����
���� � ������������� �� ������� ��� ��������� �� ����� �������� ���� ��� ������
�� ������� �� �������� ��� ������ �� ����� �� ������� ������ ����������� � ����� ��
��������� ���������� �� �� ����������� ������� ��� ���������� �� ����� � �� ������
���� �� �������� � ������� ��� �������� ��� �� ����� ������� ��������� �� �������
��������� ��� � ����������� �� ���� 532nm � ����������� ���������� �� ��������� ���
������� �� ���������� ��� ������� �� ������� � ������� � �������� �� ������ ���� �����
���������� ���� ����� �� ����� f1 = 10 �� � f2 = 5 ��� � ��������� �� ����� ��� ����� ��
����� ����� f1� ������ �� ������� �� ������� ������� � ���������� �� ������� ��� �����
�� 7 ��� �� ����� � �������� ������ �� ������� �� 70 ������������� � ����� ����� ���

��������� �� ������ � ����



�� ������������ ������������ �� �������� �������� ������� ��� ��������

���������� �� ������� z = 0� ���� ��� ���� � ������ �w = w0�� ���������� ��� ����� ����
�������� L3 �� ���� f3 = 15 ��� �� �������� ����� ���������� �� ����� �� ���� z� ������
�� ���������� ������ ����� ����������� ��� ����������� ������� ����� �� �������
�������� ����� �� ������� ����� � �������� � ����� ��� �������� ��� � ������� �� ���
��������� �� ���� ���� ����� �� ����� ��� �������� ���� �� �������� �� ����������� ���
������� �� �������� ��������� �������������� �� �������� �� ������ ���� ������� � ��������
� ����� ����������� ��� ������� ���� �������� �� ����� �������� �z ≈ 150 ���� ���� � ����
�� ��������� ��� ���������� ��� ��� ����� ��� �������� ������ �� 1 ��� �� ����������
���������� ����� �� ������ ������ �� ������� ��������� ������� �� ��������� ������
����� ���������� ��� ���������� ���� ������ ��������� �� ����� ������� ��� ��������� �
������� �� �������� �� �������� ������ ������� ���� � �������� �� �������� �� �����
������ ���� ������� ��� ��������� ����� �� ���� ������� ���� � ��������� ��� ������ ���
��������� �� ��������� ���������� ������ ���������

������ ���� ������� ������������ �� ������� �� ��������� � ��������� ��� ������� �� ����
����������� ������ �� ������� ��������������������

������ ������� �����

�� ��� ��������� ����� �������� ��� ������� �� ������� ������������� �� ���������� ��
��������� �� ���� �������� � ����������� ���� ������ ��� ��������� �� ����� ����� �� ���
����� ������� ��� ����������� ������� ���� ����� ������ ������������ �� 0, 1� � �������
������ � ����������� �� ������� ����� � �������� � 673�� � ����� ��� �������������
����������� ����� � ������������ ������� �� ����� � �������� � ������������ ������ �� �����
������ ����� ����� ������ ����� � ���� ������� ������� ���� ����������� ������������ ��

���� �� ���������



��� ������� ������������ ��

����� �������� � � ������� �� ���������� �� ����� �� ��������� ��� �� 0◦� �� ������ ��
��������� �� ������ ��������� � ��� ���������� ������ �� ������� � ���������� �� �����
�������� �� ������� ���������� � ������������ �� ������� ��� ������������� � �����������
��� ������� �� ������ �� 0, 2�� ��� �� ��������� �� 20 ������� ���� � ������������� ��
����������� �� �������� �� ����� � �������� ��� � ������� ����� ���� �������� � ����������
��������

����� ������� �� ����� �� �����

���� � ��� ��� �������� ��� � ��� �� ������ ��� ������ �������������� �� ���������
������� � ��� ������� � � ����������� �� �������� ������� ������� �� ����������� ��
�������� �� ��������� ���������� zc� �� ����� ����������� ���� � ������� ���� ������

zc = πw2
0/λ , �����

���� w0 � � ������� �� ������ ���������������� zc ����������� � ��������� �� z = 0 ���
� ����� z ���� � ���� �� ����� � � ����� �� ���� �� ������� �� ������ �� ����� w =

√
2w0�

�������� ������� � ����� ����

������ ���� ������� ����� � ������� �� ����� w0 � � ����������� �� �������� zc�

������ ������� �����

� ������������ �� ��������� �������� � ��������� � ������ �� ������ �� ������� ��
������ ���� ������ � ����� ���� � ������ ��� ��������� ��� � ������� �� �� �������
�� 25 µ� �� ������� �������� ������ �������� � ����������� ������� �������� �25±
2, 5 µ��� � ������� ��� ����������� ����� � ����� �� ����� � ��������� �� ����� �� �������
z �������� �� ���������� �� ������� �������� � ������� �� ������ �� 1 ��� � ��������
����������� ���� ������� ��� ������ ������ �� ������� �� �������� �� �������� ������
������� �� ����� ������� ����� ��������� ���������� � ��������

I(z)

I0
=

�
1 +

�
z − z0
zc

�
2

�−1

, ������

���� z0 � � ������� �� ���� �� ����� �� ������� � ������� ������� �� ��������
� ���� �� ����� w �� ��������� ��� � ������� z ������� �� ������� ������

w2(z) = w2
0

�
1 +

z2

z2c

�
, ������

��������� �� ������ � ����



�� ������������ ������������ �� �������� �������� ������� ��� ��������

������ ���� ������ �� ������� �� ������ � ����� ������ ���������� � ������ ������ � �������
����� �� ������� ������� ����� zc = 9, 45 �� � w0 = 40 µ��

������ ������� �����

� ������ �� ������ ��� ����� ������� ���� � �������� �� �������� �� ����� �� ����� ���
�������� ������� zc = 9, 45 �� � w0 = 40 µ��

��� ����������

���� ��� ���� �� �������� �� ��� ��������� � �������� ����������������������� �8����
���� ����� ������� �� ������� �������� ���� �������� ��������� ��� ��������� �� ����
���������� � �������� �� TNI = 313, 5 � � ��� ��������� �������� � �������� �� ��
TAN = 306, 5 �� ���� �������� ����� ��� ��� ������������ ������� � ��� ��������� ��
������� ����� � ������� � ����� ����� ��� ���������� ���������� �� �������������� ��
�������� �������� �60� ����� ������ ���������� �� ������� ����� � ������� � � ���
������������ ��� �������� �� �������� �������� �������� ����� c = 0, 1− 0, 4% �� ������
�� �������� ����� ���������� ���������� � ���������� ������������ � ��� �����������
�� 100µ� ���� ������ ��� � ��������� �� ������� �� ������� ����� ����������� ���
���� �� ������������ �� ���� ���������� �� ��� �T = 323 �� �� ����������� ���������� �
����������� ��������� �� �������� ����� ���������� �� ����������� �� ��� ����������
���� ��������� � ����������� � � ������������� �� �������� ����� ��������� �� ��
����� � ��� ����������� ���������� ��� �������� �� 0, 1 �� ��� � ����������� ��������
�� ������ �� ΔT = 0, 2 �� �� ��� ���� �� 0, 1 ������ ������ �� �������� � �����������
��������� � ������� ��� ��������� ���� �� ����� �� ������ �� �� �������� � �� ��������
�� ��� � ������� ������� � ����������� �� ����������� � �������� �� ��������� ���������
������ ����� Pi = 0, 8− 1, 7 ���

�� ����� ��� ��� ��������� �� ������ ������� �� ��������� � ���� ������������� ����
��������� TN(z)� �� ������� �� ��� ���� ��� ����� �������� �T = 307 �� � ��������
�T = 305, 6 ��� �� ������ ������� ������������ ��� ������� ������ � ������� ���� �
�������� �� ��������� ��� �� P = 1 ��� �� ����� �� ������ ������� ��� ��� � �������
�� �������� ���� ��� ����� ������������ ������������� ���� ���� �� ������ ���������

���� �� ���������



��� ���������� ��

������ ���� ������ ������� �� ��������� � ���� ������������� ������������ TN (z)� �� �������
�� ��� ���� �� ���������� ������������� ��� T = 307 �� ��� � ������� ���� ��������� � ���
T = 305, 6 �� ��� � ������� �� ���� ��������� � ����� ������ ����������� �� ������ ��� �����
�������������� ������ � ������� ����
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(b)

������ ������� �����

�z < 0�� ������� �� �� ���� �� ������ ��������� �z > 0�� ���� ������ ������� ��������
��� � �������� �� ������������� ����� � ���� � � ���� ������ �� ��������� ΔZpv ≈ 3, 4zc�
��������� ��� � �������� � �� ������ �������� ���� �������� ���� ������ �� ����� �����
����� ������ � ������ �� ������ �������� �� ������� ������� ���� � ��������� �� ���������
�� ����� θ� ���� θ = −0, 11 ���� � ������� �� ���� �������� � θ = −0, 05 ���� � �������
�� ���� ��������� ����� ����� � ��������� �� ������ �� ���� ��� ����� �� �������� �������
�� ������ �� �������� � ����� �� ���� ��������� ��������� ��� � ��������� ������������ ��
���� �������� ����� � ���� �� �������� ������� �� ������ �� �������� �� ������� �������
� ��������������

� ����� ���� ��������� �� ������ ������� �� ��������� � ���� ������������� ��������
����� TN(z)� �� ������� �� ��� ������ ��� 0, 1% �� ����� �� ��������� ���� T = 307

� ����� ��������� � T = 305, 6 � ����� ���������� � �������� �� ��������� ��� �� P = 0, 8

��� ���� ��� ��� ������� ��� ��� � ������� �� �������� ���� ��� ����� ������������
��� � �������� �� ������������� ����� � ���� � � ���� ��������� �� ���������ΔZpv ≈ 3, 4zc�
� ������ �� ������ �������� �� ������� ������� ���� � ��������� �� ��������� �� ����� θ� ����
θ = −0, 11 ���� � ������� �� ���� �������� � θ = −0, 09 ���� � ������� �� ���� ���������
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������ ����� ������ ������� �� ��������� � ���� ������������� ������������ TN (z)� ��
������� �� ��� ������ ��� 0, 1% �� ����� �� ��������� ������� �� ���������� ���������
����� ��� T = 307 �� ��� � ������� ���� ��������� � ��� T = 305, 6 �� ��� � ������� �� ����
��������� � ����� ������ ����������� �� ������ ��� ����� �������������� ������ � ������� ����
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����� ����� ����� ��� � ������ �� �������� ����� �� ������� ������������ �� ����� ��
��������� θ �� ���� ��������� ������ ��������� ��� � ����� ������ ���� � ������� ����
�θ = −0, 05�� ����� ������ � ������ �� �������� ������� � ���� �� �������� �������
�� ������ �� �������� �� ������� ������� � �������������� �� ��������� �� ����������
������� � ������������ �� ���� �� ����� ������ �� ������ �� ���������������� �������� ����
�������� �� ����� ������� ���� ��� �������� �� �������� ������

θ = −PiA�0
κλ

dno

dT
������

���� Pi � � �������� �� ����� ���������� A � � ���������� �� �������� �� ����������� ��
���������� κ � � ������������� �������� �0 � � ��������� �� ������� � no � � ������ ��
�������� ��������� �� ������� ������������������ ��� ���� ��� ������� ��� ������

no = n̄− 1

3
Δn(T ) ������

���� n̄ � � ������ �� �������� ����� � Δn(T ) � � ��������������� ������������������� ���
����� ��� ����� ����������� ��� � ����������� �� �������� ������ � ��� ������� ���

���� �� ���������
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� ��������� �� ����� ������������� ������ ��������� ������� ��� � ������ �� ��������
����� ����� �� ���������� ������ ���� � ����������� � ������������ ��� dn̄/dT ≈
−10−4�−1 ������ ��� ��� ��� ��� ������������ � �� ����� �� ���� ������ �� ���������
����� ��� � ���� �� �������� �� ��������������� ������������������ ��� � �����������
[dΔn(T )/dT ]� � �������� ������� �� ������� ������ ����� �������������� ���������� ���
� �������� �� ��������������� ��� �������� �������������������� ���� ������������� ��
������� �� ����������� �� ������������ �� ������� ����� θ ���� ��� ��������� �����������
�� ���������� ������������ ���������������

������ ����� ���������� �� ����������� ��� ������� �� ��������� � ���������� �� ����� ��
�������� �� ��� ��� ���� � ��� ������ ��� c = 0, 1% �� ����� �� ��������� ���������� ��
���������� ������������� T = 308 � ���������� ���������� � T = 304.5 � ��������� ��������
�������������� �� ����� �������� � ����������� ���������������� �� ������ ������� �����������
� ������ ������ � ������� ���� �� ����� �� ������ � �������� �������� ��� � ��������� θ� ���
���������� � ��������� �� ������ �� ���� �� ����� ���������� � ����� �� ���� �����������
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����� ����� ��� ������ ���� � �������������� �� �������� �� �������� �� ����� ����
���� ��� ��������� � ��� ������� ������� �� ���������� ���������� � ������� �������
��� �������� ���� � ������� �� ����������� �� ����������� ���� ������� �� ��������� �
��������� �� ����� ��� ��������� �� ����� ������� ���� ������� �� 8�� ���� � �������
���� ������� �� 8�� ������ ��� 0, 1% �� ����� �� �������� �60� ���� �� ������������
T = 308 � ����� ��������� � T = 304, 5 � ����� ���������� �� ����� �� ������ � �������
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��� ����������� �� z =
√
3zc� � ������ �� ���������� �� ����������� �� ����� ���������

������� � �������� �� �������� �� ����� �������� � �������� ���������� � ��������� θ

� � ����� �� �������� �� ����� τc� � ������ �� ������� ���� �� ����� ������ ���� �
������� �� 8�� ����� ������� �������� ��� �� �� ������������� �� ����������������
��������� ��� ����� �������� � ����������� ��� � ������������� ���� ������� �� ������
�������� �� ����� �������� ��� � ����� �� ���������� ������� �������� ����� ���
� �������� �� ����������� � ����� �� ���� ����������� ��� ��� �� ����������� �����
���� � ������ ������������ �� ������� �� ����� �� ����� �� ������ �� ����� �� ����������
��������� ���� ����������� �� ��������������� ��� �������� �������� ��� ���� ������������
�� ���� ��������� ���� �������������� �� ���� �� ���� �� ���� �������� ������ ��� �����
������������� �� ������� ������������ � ��� ��������� �� ��������� ��������� �� ���� �������
������ �� ������� ��������� ������� ���������� �� ��������� ������� ������ ��� ����
�������� ��� � ������������� ������� � ������� ������ ��������� ���� ���������� ��
��������� �� ������� ����� ���� ����� ��� � ���������� �� ��� ������� ���������������
������ �� ����������� ����� �� ���������� �� ����� �������� � �������� ����� ����� ��
������������� ���������� � ��������� �� ������� �� 8�� ������ ��� 0, 1% �� �����
�� �������� �60� ����� ���� ��� ��� � ���������� �� ���������������� �� ����� ������ ���
��� ����� �������� �� ����������� �� ����� ����������� ���� � ������� �� ���� ���������
�� ������ ��������� ��� � ��������� �� ���� ��������� �� �������� � �������� ���� �
������ ������������ �� ���� �������� ������ ��� ������� ���� ������ �� ��������� ��� ���
������� �� ����� �������������� �� ����� �������� �� ���� ��� � ������� �� ����� �����
� ������� �� ����� ���� ���������

������ ����� ���������� �� ����������� ��� ������� �� ��������� � ���������� �� �����
��� �������� �� ��� ���� ���������� � ������ ��� 0, 1% �� ����� �� �������� ������������
�� ����������� �� T = 304, 5 �� ��� ����������� � ���� ����������� ������ � ��������� ��
��������� �� ���� ���� ����� �� ������� ������� � �������� ����� ��� � ������ ������������ �
�������� ���� ����������� �� �� ������� ����� ��������� ��� � ������ �� �������� ����� �
����� �������������� ���� � �������� �� ����� ��������
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�� ���� ����������� �� ����� ����� ��� ������������ �� ����������� ��� ������������ ���
������� �� ��������� � ��������� �� ����� ��� ������� �� 8�� ���� � 8CB + 0, 1%

�� �������� �� ����������� �� T = 304, 5�� ��� ������ �� ����������� �� ���������
���������� � ��������� ���� ��� ���� �� �������� ����� ��������� �� ������ ����������
��� z =

√
3zc� ���������� �� ������������ ����� ���������� ��� � ������ ������������

� �������� ���� ����������� �� ������� ������ ��� ��������� ��������� ��� � ������
�� �������� ������� � ������� �� ����� �� ���� ����������� �� ����� � ������ �� ��������
������� � ����� ������� ����� ��� ����� �������������� ������������ ���� ��������
�� ����� ��� �������� �������������������� ��� ��� ��� � �������� ��� ��������������
�dF ≈ 7 �� � ��������������� ����� ����� ����� ��� � ��������� �� ��� ������
�������� �dS ≈ 32 ��� � ���������� ��������� ��� � ���������� �� ������������ �� �����
�������� ��� ���������� ������ ���� ��������� � ������� �������� ������ � ������ ������
����������� ���� ������������ �� ����� ������� � ���� ����� ��������� �� ���������� ����
����� �� �������� ��

������ ����� ��������� �� ��������� �� ����� θ� �� �������� �� �������� ���������� ����
������ �� ������������ ���� �� �������� �� ��� ��� ���� � ��� ������ ��� 0, 1% �� ����� ��
���������� ����� ��������� � ������ ���� ����� �� ������ ���� ��� � �������� �� �������� ����� �
��������������� �� θ �� ����������
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������ � ������� ���� � �������� ���������� � ��������� �� ��������� �� ����� θ�
� � ������������ �������� D� ��� �������� �� 8�� ���� � ������ ������� � ������ ��
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�������� �������� �� ������������� �� ����� ��������� � ����� ���� ����� � ���������
��� ��� � ����������� �� ��������� �� ��������� �� ���� �� ����������� �� ��������� ��
���� ���������� � ��������� ���������� ������������ � ������� �� 8�� ���� � ������
�0, 1% �� ���������� � ��������� �� ��������� �� ���� ��� ���������� ���� �������� ��
��������� ������ ��� � ������� �� ����� ��� ������ ������� ��� ��������� ��������������
�� ������� ����� ����� �������� ������� �������� ��� � ����� �������� �� ���������
�� ��������� �� ���� ������� ������ � ����������� � ��������� ����� ��� �������
��������������� � ��������� �� ����������� �� ��������� �������� � ����������� ���
������������� ���� ��������� ��� � ����� ����������� ����� �� ��������� �������� ��
���� ������ � � ��������� �� ����� ��������� ��� ��� ���� � ������� �� ���� ������
� �������� �� ��������������� �� ������� ��� � ������������ ���� ������� �� �������
���� �� �������� � ��������� ������������������� ��������� �� ������������� ������
�������� ����� � �������� � � ���������� �� ��������� ��� ���������� �� ������� ���
������� �� ������������ ���� � ���� ��������� ������������� ��� ��� ����� �� ��������
����� 0.93 < TAN/TNI < 1 ���� ���� ����� �� ����� � ����� �� �������� ���� � ��� �
TAN/TNI = 0.977� �� ����� ��� ��� ������� ��������������� �� ��������� �� �����
�������� ���� ������� �� ��������� ������ �� ����������� ����� � ��������� �� �����
�������� � �� ��������� �� ����� �������� ������ �� ���� ����� ��� ������� �������
�� dΔn/dT � ��������� �� ��������� �������������������� ���������� �� ��� ��������
����������� �� ��������� θ� ���� � ������� �� 8�� ������ ��� ��������� �������
�������� ��� � ��������������� �� ��������� �� ���� � ��������� ��� ��� ��� ��� ������
�� ��� ����������� ������������ ���� ����� �� ��� � ����������� �� ��������� TAN ��
������� �� 8�� ����� ���� ������ � ����� �������� ���� ������ ������� �������� ���
� ������ �� �������� ����� ������������ ����� �� ������� ������� �� ����� �������� ��
��������� �� ��������� �� ����� θ� �� ���� �����������

������ ����� ����������� �� ��������� ������������������� ���� ������ �� ������������
�� ����� �� ��������� � ����� ��������� � � ��������� ������ ������ � ��������� TAN (c) =
TAN (0)− Γc�
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�������� � ���������� �TAN�� ������������ �� ����� ���� TAN ���� ������ �� �������
������ �� ��������� �� ������������ �� ��������� TAN ����� ������� � ������ �� �������
����� �� ��� ���������� �� �������� �� 8�� ������� ��� �� ���������� ������������� ��
��������� ������� ��� � ����������� �� ��������� TAN ��������� ��� ������� ������ ���
� ������� �� ������������ �� ��������� � ��� ������ ��� � ���������� �� ��� ��������
������� � ��������� ������� ��� �� ������ � ���� ��������� �� ����� �� �� ����������
��������� ��� ������� ��� � ������ �� ��������� ��������������� �� �������� �� ��������
�������� ����� � ������� � ����������� �� ��������� �������� � ���������� ������ ������
�� ���������� �� �� ����� ��������� �� ������� ������ ��������� ��� � ����������� �����
� ��������� �� ����� �������� � � ������������ �� ������� ���� ��������������� ���
�������� ��� TAN (c) = TAN (0) − Γ (c)� ���� TAN (0) � � ����������� �� ��������� ��
������� ���� � Γ (c) � � ���������� ��� ���������� � ����������� ����� � ��������� ��
����� �������� � � ������������ �� ������� �������������� ������

������ ����� ������������ ������� ������� ��� �������� �� ��� ��� ���� � ��� ������ ��
������ �� ����������� ��������� � ������������ �� �������� �� ������� ������ ��� c = 0, 1%
�� ������ ���� ��� � ������������� ������� �� ������������ ������� ��� � ��������� ����
������ �� ���������
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� ������������� �� ������������ ������� ������� ���� ������ �� ����������� ���
������� t = [T − TAN (c)]/TAN (c)� ���� �� �������� �� 8�� ���� � ������ ��� 0, 1%

�� ����� �� �������� ���� ����������� �� ����� ����� � ������������ ������� ��� ������
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���������� � ������� ���� � ������ �� ���������� �� ����� �������������� �� �������� ��
����� ������� �� �������� ���� � ������� �� 8�� ����� ���������� ��� � ������������
������� ����� �� ������������� ������� �� ��������� �� ���� �������� � �����������
���������� ����������������� �� ���������� ���� ������ � ����� �������� ��� ���������
����� � ���������� �� �������� �� ���������� ���� � ���� ���� ����� ������ �� ��������
�� ��������������������� � �� ����� �������� ����� ����� �� ����������� � ������� �������
�� ������������ ������� � ���������� ��������� ��� � ����������� �� ����� ��������� ��
���������� �������� ��� � ������������� ������� ��������� ����� ������ �� ����� � ���
��������� �� ����������� �� ���������� � � ���������� �� ����������� �� ����� ������� ���
������ � ������������� �������� ��� � ��������� ��� ��������� �� ����� ������� ������
�� ������������� ������� � ��������� ���� ������� �� 8CB + 0, 1% ��������� �����
�������� ��� � ������������ ������� ������������ ��� ������� ������� �� �����������
�� ��������� �� ������� ��� ��������� ������ � �������� �� �������� ����� � ��������
� ����������� ������� �� ����� ���������� ���������� �� �������� ���� � ������� �� 8��
�������� �������� ������� �� ������� �� ������ ������������� ������ � ������� ������� ��
������������ ������� ����� �� ������� ����� ����� � ������ �� �������� ��� �������� ��
����������� ��������������� ����� �� ����� �� ���������� ����� ����� �� �����������
��� � ���� ������ � ����������� �� ���������� �������� � ��� ����� ������ � �� ����
���������� ������� ���������� �� ������������� ������� �� ��������� �� ���� �������� �
���������� ������

�� ��������� ���������� ������� ��� � �������� �� �������� ������� ���������� ���
��������� ��� ������������ ������������� �� �������� ��������� �� ������� ��� ���� ���
��������� �� ���������� ������� ������ �������� �� ������������ ��������������� �� ����
���� ��������� ����� ���������� �� ���������� ������� ���� � ��������� �� �������������
��������� � ����� �� �������� �� ���������
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�� ��� ��������������� ���� ������������� �� �������� ������������������� � � ���� ��
������������ ��� ������ �������� �� ��� ��������������� ������ ��������� ��� �� �����
������ ����� �� ����� ������������ ���� ��� ��� ��� �� ������������ ������� ������������
������ �������� ����� �������������� ���������� ������������� ��� ����� �� ��� ������
��������� �� �������� ���������� ������������� �� ����������� ��� ������ ��������� ��
��������� ���� ��� ��������� � ���������� �������� ��� ������ ������ ��������� ���� ����
�� ��������� �� ����������������� ����� ������� �� ����� ����� � ���������� �� �����
���������� ������ �� ����� �������� ������������������� ���������� �� ������ �� ��������
���������� ����� ������� ���������� �� ���������� ���������� �������� ���� ���� ���������
�� ��������� ����� ����� ������������ �� ����� ������� ���� ���� ������� �� ������ �������
����� � ���������� ����������� �����

��� ������� �������� ������ ��������� ��� ���� ��������� �� ������ �� ���� �� ����
��������� ������� ��� �������� �� �������� �������� ��� ���������� ���� ������ �� ��������
��60� ���� ���� ����� �� ����������� ��� ����������� ��� � ������ �� �������� �������� �
��������� �� �������� �� �������� ��������� �� ������� �� ��������� �� ����� ���� ������
�� ����� ��� ��������� ��� � ������ �� �60 �������� � ��������� �� ������ �� �������� ���
�������� ��� ����� �� ������� �� ���������� �� ������ ��������� � ��������� �����������
����� � ����������� ����� �� ������ ���������� ������ ��� ������� �� �����������������
������ ����� ������ � ������ �� �60 �� �������� ��������� ����� ��������� ����������
�������������� ����� �� ������ ������ ��� ��� ����� ����������� ����������� �� ���
������� ����� � ��� ��� �� �� ������ ����������� �� ���� ������ �� ��������������
�� ������� ������� ������� ������������ ������� � �������������� �� �������� ���������
���� ���� � ����������� �� ������ ������ � �� ������ �� �������� ���������� ��� ��������
�������� ���� ������ ��� �� ��������� �� ���������� ������������� ��� �������� �� �������
�� ������ �� �60 ��� ������������ �� ����� ������������������� ���� ������������ ���� ����
� ����� �����������

����� ��������� ������� � ������ ��� ������������ ������� ������������ �� �������� ������
��� ������� ��� �������� �60� ��� ������ ��� ������� ���������� � ������������ �� �����
�������� ���� ����� ������� ��� ����� �������� ����� ������ ������� ������ ����������������
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� � ��������� �� ������������� ������ �� ��������������� �� ��������� �� ������������ ��
������� �� ���� ��������� ���� ������� � ������� ���������� ����� ������� ���� � ������
�� ��������������� ������ � ��������� �� ������������ ���� ���� ���������

��� ������ ������

� ��������� ����� �� ����� �� ��� ���������� � �� ������� �������� ������������� ����
����� ������ �� ���������� �� ������� �� ������������� ������ � ����� ������ ����������
�� ����� ������� ���������� ��� ���������� �� ��������� ���� ���� �������� � ����������
���������� � ���������� ������� �������� �������� � �� ������ ������ ���� �� ����� �������
������� � ��� ���� ����������� ���� ������ � ����� ���� � ��������� ������ ����
��������� �� ������������ �������� ��� ��� ������ � ������ �� ��������� ����� � �����
�������� � � ����������� �������� �������� ��� ��������� �� �������� ��������� ��� � ��������
�� ������ �� ������ ������������� ����� ��������� �� �������� ��������� ���� ��� �����

�Γopt =

�
Δε
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�
�
�
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n̂× �E
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� , �����

���� Δε = ε� − ε⊥ � ����������� ����������� ��� ε� � ε⊥ ����� �� ��������� �����������
������� ��� �������� �������� � ������������� �� ����� ������� n̂� ���������������� �E

� � ����� �������� ��������� ��� ��� ��� ��� ��� �� ������ β ��� � ����� �������� �
������� �· · · � ���������� � ����� ��������� ��� ��� ��� � ����� ������ � ���������� ����
������� �������� ��� � ������ ������ � ���� ���� �� ������� β = π/2 � β = 0�

������ ���� ����� ���������� ����������� ��������� ������������ �� ��� ������� ��� �����
������� �������������

������ ������� �����

������ �� ������� ������������ ��� �������� ��������� � ���� ��������������� �� ��
�������� ����� ���� ��������� �� ���� ������������ ��� ���� ��������� � ��� ���
������������� � ���� ��������� ������ ������ � �������� n̂. �E = 0� ����� ������ ������
������ ���� ��� ��������� � ������ ����� ����������������� ������ � ���� ��������������
���� ������� ������������ ������ � ��� ������� ��� ��� ������� ��� ����������� �����
������ � ������� ������� ������������� ������ �� ����� ����������� ���������� ������
����� ��� ������� �������� ��� ����������� ������������ ��� ���������� ������� ��

���� �� ���������
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����� � ����� �� ���� ����� �������� �� ����� n̂� ����� � ������ ������ � ���� � ��� ������
������������� �� �������� �� ��������� �������� �� ����� ������������� ����� �� �������
�� ����� ������� �� ����� ��� � ������ ���� ��� ����� �� � ����� � ������� � ����������
� ���������� ������� �������� �������� � ��� ������������ ���� �������� ����� ��� ���
������� ������������ � ������������� ���� ������������� �������� ������ �� ����������
�� ��� ���� �������������� �� ����� ���� � � ����������� ������ ��� ������ �� ��������
������ �� ���� ��� ������� �������� ����������������� ��������� ��� ���������� �������
�� �� �������� ��������� ���� ��������� ������ �� ������������� ���� � �������������
��� �� ������ �� ����������� ������ ��� ������� � ���� ������� ������ ��� � ���������
������� ������� � ���������� ������ �� ���� ���������� � ������ �� ��������� ������ ��
������������ � ������ ��������� ������� ����� ��� ������������ ���� ������� �� ���������

�� ������
� ��������� ������ �� ������������ � � ������������� ������ �� ��������� ������ ��

��������� �� ������������ �������� ���� ����� �������� �� ��������� �� �������� ���������
�� �������� �������� ���������� �� �������� ������� � ������ ����������������� � ��������
��� ��������� �� ������������ �� ������� �������� ��� ������ ��������� ���� ���������
���� ����������� �� ���� ����� ���������� ��������� � ���������� ��� ������� ����������
�� ������� ����� ������������ ���������� ����� ���� �������

��� ������ ����������������

��������� ��� ������� �������� �� ��� ������ ��� ��������� �� �������� �����������
���� �� ����� ��� �� ������� ��������� ������ � �� ������� ��������� �� ����������� ��
����� �������� ��� ����� �� ����� ��� ����� ������ �� ��������� ������� ��������� ��
����� �� ������� z� �� ��� ������� ��� ����������� ���������� ��������� �� �� �����
�������� �E ��� �������� �� ������� x� � ������� ���� ���������� � ���� ������ �� ����
� ��������� � ������� ����� ��������� �� ������ ���� ����� �� �������� �� ���� ����
���������� �� ������� ��������� ������ ����������� ���� ���� �� ������ �� ���� ��
��� � ����� �������� ��� ����� ����� ��� ������������ �� ������� �� ����� �� ���� x

�������������� �� ���� �������
∂u

∂z
→ ∞ . �����

����� ������ � ������������ �� ������� �������������� � ��� ������� �� ���������� ���
����� ��� ������� ���������� ���� �������� �� ���� ������ ������������� �� ���� ���������
� ������ ����� ����� ��� ����������� �� ���������� �������� ���� ������� �� �������� ��
������� � ������ � ������� ��� ������� ���������� � ������� ����� �������� � ���������
���� ������ ���������������� � ��������� ��� � ����������� �� ���������� ����������� �
���������� ���������� ��� ������� ��������� �� ����� �� ���� x� ���� ��������� �� �����
����

������������ ��� �� ����������� �� ����� �������� ����� ��� ��������� ��� ���
������ ������������ u� �� ���������� ���������� ��� ������� ��������� �� ����� �� ����
x ����� ��� �������� ����

u(x, z) = u0(z) cos kx , �����
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������ ���� ���������� ���������� �� �������� �� ��� ����� �E > �Ec�

������ ������� ���� ����������� �� ����������� �� ������ ������

���� k � � ����� �� ���� �� ��������� ���������� � ����������� �� z ����� �������
������ ��� � ������������ ���� ����������� �� ����� �� ����������� �� ������� ������
�� ����������� ������������� ��� u0(z = 0, d) = 0� �� ����� ���� �������� ����������
�� ���������� ������� ����� u0(z) ���� ��� ���� �������� ��� ���������� ����� ����
z = 0 ������ ���� z = d� �� ���� ���

u0(z) = u0sen(kzz) , �����

��� kz = π/d� ���� ��������� ��� ������� ����������� � �� ���� ������ ����������
������� ����

nx = −∂u

∂x
= �sen(kzz)senkx, �����

ny = 0, �����

nz � 1 �����

������������ u0(z) �� u(x, z)� � �������� �������� ��� � ����� ����� �� ��������� ��
������� ����� �� ���� ��������� �FT �� ���� �����

�FT � =
�2

8
B

��
kz
k

�2

+ k2λ2
c

�
− �2

32π
εE2. �����

����� �������� ������ � ���������� �2 � ����� ��� ���� ���� ����� �� ������� �� k�
� ������� ��� �� ������� ��������� ��������������� ����������� � ����������� ����
�������� ��� ����� ����� ������ ������������� ���� �������� ����� �� ����� ������ �
����� �������� ��� �������

d

dk

��
kz
k

�
2 + k2λ2

c

�
= 0 =⇒ k2 =

π

λcd
�����

���� ������ � ����������� �� ���������� �� ����� �������� �� �� ������������� ���������
�� ���������� � �������� �� ����������� ���������� ����� ���������� � ����� �� �����

���� �� ���������
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������ ���� ������� ��� ���������� �� ���� ����������� ���������� Δε ������ ������� �� ��������
n� � n⊥ ������ ��������� �������� �� ���������� B ������ ��������� �������� �� ��������� K ������
��������� ρ � ����������� �� ��������� ����������������� � TSN � t = |(T − TSN )/TSN | � �
����������� ���������

ε n� n⊥ B �������2� K ����� ρ �����3� TSN ���

���� ����� ����� ���t0,4 × 108 ��� ×10−7 ���� �����

�������� �Ec�

1

8π
εE2

c = 2B

�
kz
k

�2

= 2Bk2λc = 2π
Bλc

d
. ������

������� ��� Ec � ������������ � 1/
√
d� �� ����������� ���� ��� ������� ������ ��

������� ������� �������� ������� ������� � ����� �� Ec� �����

εE2
c = 8π

K

λcd
. ������

�� ���� �� �� ����� �������� ������� ������� ������� ���� � �������� �� ����� ��
���������� ����� ���������� ���� �������� � ������� ����� ����� ������� �������� � ������
�� ����������� Ith ���� �������� � ���������

Ith =
c0ne(β)E

2
c cos

2(β)

8π
, ������

���� c0 � � ���������� �� ��� �� ����� � ne(β) � � ������ �� �������� �������������� ����
�� ������ �� ���������� β�

ne(β) =
n�n⊥�

n2
� cos

2(β) + n2
⊥ sin2(β)

�1/2 . ������

����� ������ ������������ ��� � ���� �� ����� ��� ������������ �� ���� �� ��� �����
� A = πw2

e � ����� ��� � ������ �� �������� �� ����� ��������� ���� ���������� �� ������
���������������� �

Pth =
2w2c0ne(β)λcB cos2(β)

dΔε
, ������

������ �� ������� ���������� �� ������ ���� ��� we ≈ 4.0 × 10−3 ��� T = 300 ��
c0 = 3 × 1010 ���� � β = 0◦� � ����� �� ������ �� �������� ������ � �� ����� ��
Pth ≈ 3 �� ���� � �� ����� ����� ����� �� ����� ���� ������ �������� �������������
� �� �������� ������� �� ��� ��������� ������������������ ��� ������� ������� �����
������������ � ������� � �� ���������� ���������� �� ������ ��� ������� �� ������ ��
�������� ��� ������������ ������� ������������ �� ��� �� ���� ��������� ����� �����
����� ���������� �� ��������� ���������� � ��������� �� ������������ ������ ���������
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����� ��������� ����� ���� �������� ������� � ��������� �� ������������ ��������������
��� �������� �� ��� ���� � ������� ��������� �� � ������ �� �������� ����� � ��������
����� �� ����� �������� � ������� ������������ ��������� ���� ������������ � �������� ��
������������ � ����������� �� ����� ���� � ������� ��� �������� ��� �� ����� �������
��������� �� ������� ��������� ��� � ����������� �� ���� 532�� � ����������� ���
�������� �� ��������� �� �������� ����� ��������� �� ����� ����� �� ������ ���� ���
� ����������� �� ������� ����� �������� ���� ����������� ������ �� ������� ���� ���
����� �� ������� ������ �� ������ ��� ������� �� ���������� ��� ������� �� ������� �
�������� �� ������ ������� ��� ���� ����� �� ����� f1 = 10 �� � f2 = 5 ��� ����������
��� ����� �������� �� ������ �� ����������� ���� ������ ��� ��������� ��� ����� ����
�������� L3 �� ���� f3 = 15��� �� ����� � ����� ����� ������������ �� ����� ����������
� ����� ����������� ��� ��������� �� �� �������� � ����� �� � ������ �� �������� ��
����� � �������� � �������� ��� ����� ������� ���� �������������� �� ���� �� ������ ���
��������� � ������� �� �������� �� �������� ������ ������� ���� � �������� �� ��������
����������

������ ���� ������� ������������ ��������� ���� ������� �� ������������ �� ��������
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��� � �������� �� ������� � ��������� �� ������ �� �������� �� ������������ �������
������ �� ����� ������� ��� �������� �� ���� ��� ������ � ������ �� ����� ����������
���� �������������� �� ���� �� ��������� ��������� ���� ��������� ����� � ����� �� �����
���� ����� � � ��������� ���� ������ ����������� � ��� ����� ��������� �� ������ �� ����
������� ��� ���������� ��� ����� ��� ������� ������������� ����� ��������� ������ ��
����� ����� ���������� ������ �� ��� ������� �� ������� ������� ���������

�� ������� �� ����� ����� ������������������ ����� � ���������� �� ��� ������� ���
����������� ������������� � ����� ������� ���� ����������� ������ � ����� ������ �������
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�� ����� ����� ������� ��� ������� ��� ������������ �� �������� �� ������� ���� ����
��������� d� ����������� ���������� Δε� � �� ��������� �������� �� ��������� ��������� K33�
�� ����������� � ����� �� ������ ���� EF � ������� �����

�E2
F � =

4π2

d2
K33

Δε
. ������

������ ���� ���������� �� ����������� ��� ������� �� ��������� � ��������� �� ����� ��
�� ������� �� ��� ���� �� ���� �������� �T = 308, 5 ��� ���� ���������� ������ β = 0◦

����������� � ���������� ������� ���������� β = 35◦� � �������� �� ��������� ��� Pi = 1 ��� �
�������� ����� � ��������� �� ����� ���������� ���� ��� � ������� ������ � ������ ������������
��� ���� ������
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���� � ������ ��������� ���� ����� �� ��������� �� ������������ ���� � �������� �
������ ���� ���� ��� �� ������������ ��������� �������� ���� ����� ������� � ����������
��������� ��� � ������������ ����� � ������� �� �� ����� ��������������� τr� ��� �������
�� ����������� �� ����� �� ��������� �� ������������� ���� ������ ��������� � �����
�������������� �� ������������ ���� �������� ������������������ ��������� �� �� ���������
�� ����� �� ����� ����� ��� ������� ��������� ���� �������� ���� �������������� ��
����� ��� ��� ������������ �� ����������� �� ����������� ��� ������� �� ��������� � ����
��� ������� �� ��� ���� �� ���� �������� �T = 308, 5 ��� �� ���������� ������� ��
����������� � �������� �� ��������� ��� Pi = 1 �� � � ������� �� ������� ����������� �
z =

√
3zc� ���� ���������� ������� ����� � ������ ������������� ��������� � ��������

�� ��� ����� �������� ���� �������� �� �������� ��������� ��� ��� ��� � ��������� �
��� �������� �� ������ �� ����������� ���� ��� � ������������ �� ������������ ������
Pc ≈ 50mW � ���� �� ������ �� ���������� �� β = 35◦� ����� ��� � ������ ������������
� ���������� �� �� ����� ����������������� ���� ������ ��������� ��� � ���������� ��
��� ������������ ��������� � ������������ �� ����� ��������

� ������ �� �������� �� ������������ ��� ��������� � ������ �� �������� �� ������
�� ����� ������� �� �������� �� �������������� �� ����� ���������� ���������� �����
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������� � � �������� �� ������ �� �������� � ������� �� �������� ��������� �����

N =
Δnd

λ
, ������

���� d � � ��������� �� ������� � λ � � ����������� �� ����� ������ � ������ �� ��������
���������� ���� ��� ������� �����

n2 =
Nλ

Id
. ������

� �������� �� ������ �� ����� ��� ������� ����� � ����� �� ������������ ����������
�� ������ �� �������� n2� ����� ���������� � ��� �� ������ �������� �������������� ���� �
��������� �� ����������� � ��� ������ ��� ����������� ���������� ��������� ε = 6, 15� ��
����� ��� �� ��������� ������ � �� ������� ������������� �� ����� ���������� ������
� ������������ ����� � ������� �� ������� �� ����� ������� ���������� �� �� ������ ��
�������� ���������� �������� n2 > 0� ���� ���� ��� ���������� �� ������� �� ���������
� ��� ����� �������� ���� ���������� ���� �� ������ ��������� ��� ����������

������ ���� ������ �� ����� ���������� ���� �������������� �� ���� �� ����� ��������� �� ���
������� �� ��� ������ ��� 0, 1% �� ����� �� ��������� ���� ���������� �������� �� ����������
��� Pi = 23, 0 �� � ��� Pi = 35, 0 ��� �� ����� �� ����� � ����������� �� ������� ���
T = 311 �� � ��� ����������� � ��� ���� ��������

������ ������� �����

���� ��� ���� ��� ������ ����������� � �������� �� ������������ �� �������� ������ � ���
������� ��� � ����� �������� ���������� ��� ��� ��� � ���� ��������������� ��������������
���� ������� ��� ���� ������������� ����� ������ � ������� ������� ������������� �� �����
���� � ����������� � ������ �� ����� ���������� � �������������� �� ���� �� ����� �����
����� ���� � ������� �� 8�� ������ ��� 0, 1% �� ����� �� ��������� ���� �� ������ ��
���������� �� β = 30◦� �� ����� ������� ������� ��� ����� �� � ����� ���� ��� ��������
�� ����� ��������� �� ����� �� Pi = 23, 0 ��� �� �� ����� ������� � �������� ����������
����� �� � ����� ���� ��� �������� �� ����� ��������� �� Pi = 35, 0 ��� ������� ��� �
���������� �� ����� ����� � ������ ��� �������� � �������� ���������� ��� � ������ �����
������������� ������� ����� ����������� ����� � ��������� ������ �� ������������� ���
���� ��� �� �������� �� ������� ������ ���� �� ��������� �� �������� ����� �� ���
��������������� �� ������������� ��������� ��������� ��� �������������� ��������� �
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���� ���� �� ���������� �� ��������� �� ������� ����� ���������� �� ������� ��������
�� ���������� � ������ �� ������ ��������

������ ���� ������ �� ����� �� �������������� �� ���� �� ������ �� �������� �� ��������
��������� ���� �� �������� �� ��� 8�� ���� � ��� ������ ��� 0, 1% �� ��������� �� �����
�� ������ � ����������� ��� T = 311 � � �� �������� ����� ��������� ��� ���������� �������
���� ��� � ������ �� �������� ����� � �������� �� ������ ���������� ���� ��� � ��������� ��
������������ �������
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������� ������������ �� ������� ���������� � ������ �� �������� ����� � ������������
�� �������� �� ����� ��� � ������� � ������ �� ����� �� �������������� �� ���� ����
������ �� �������� ���������� ���� �������� �� ��� ���� � ������ ��� 0, 1% �� �����
�� ��������� ���� �� �������� ���������� ����������� ������������� ��� ���������
d = 100 µ�� �� ����� �� ������ � ����������� ��� ������� �� T = 311�� �� �����
�� ������ ������� �������� ��� � ��������� ������ �� ������������ � �� ������� ������
�� ����� � ���������� �� ����� ����� ������������� � ������ �� ������ �������� � ������
��� �������� � �������� �� ����� ���������� �� ����� ��� �� ������ �� ���������������
������ � �������� � ������� �� ����� ��������� �� ������������ ����� ������ �������
��� ��� � ������ �� �������� ��� ������ � ������� �� ������������ �� �������� ���� ������
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���� ������� �������� � ���������� �� n2 ���� � ������� �� ��� ������ ��� ��������
�c = 0, 1%�� ��� �� ������ �� ���������� �� 30◦� ���� ��� ���� � ������ ��� ��������� �
��� ����������� �� T = 311 �� ������������ ��� � ������� �� ����� � w = 190 µ� ��
������� �� ��� � ������� ��� ��������� ��� �������� �� ����� �� n2 = 4, 0× 10−4 ��2���
����� ���������� ��� � ������ �� ���������� ����� � ����� �������� ���� n2 �� ��� ����
� �� n2 = 0, 6 × 10−4 ��2��� ����� ������ ����� ��� � ������ �� �������� ��������
����� �� ���� ����� � ����� �� ������ �� �������� ��� ������ �� ��� �� ���� ��������� �
������� �� ����� ��� ������ � ����������� �� n2 ��� � ������ �� �����������

����� �������� ��� �������� ���������� ������������ ������� �� ������� ������� 8��� �����
������ ���� � ������ �� �������� ��� ������������ ������� ������������ ����� ���������
���������� �� �������� �� �� ������������ �� ���� ������� ���� ����� ��������� ��� ������

��������� �� ������ � ����



�� ������� �� ������ �� �������� �� ��������� �� ������������

������ ���� ���������� �� ������ �� �������� ����������� n2� ���� ������� �� ��� ������
��� �������� �c = 0, 1%�� � ������ �� ����������� �� ������ �� ����� �� �������������� ���
����������� �� ����� ���������� ��� β = 30◦� � ����� ������ ���������� � ������ ������ � �������
����� ���� � ����� �������� ��� n2 = 4, 0× 10−4��2��� � ������� ������ � ����������� �� n2

��� ������ �� �����������

0 50 100 150 200 250

(I - Ith) (mW/cm2)

0

5

10

15
N 0 10 20 30 40

β (º)

0

2

4

6

n 2 (×
10

-4
 c

m
2 /W

)

������ ������� �����

���� ��� ��������� �� ������������ � �� ������� ������ �� ���� ��� � ������ �� �����
�� �������������� �� ���� ������� ������������� ��� � �������� �� ����� ���������� ��
������� ��������� ����� ���������� ���� � ������ �� �������� ������ �� ������������
����������� ��� �������� �� ���� ��� ������ �� ������� �� ������� �� ����� ������ ����
������

���� �� ���������



7
������������

������� ������� ���������� � ������������ ��������� �� �������� �������� �� �������� ��
�� ����� �������� ��� �������������� ��������� ���� ��� ���� ����� ������ ������ � ������
������������� ���������� ���� ���� ��������� �� ��������� ����� �� �������� ������� ����
�� ������������� �� ����������� ���� ���� ����� ������ ������� ������ ��������� ���
������������� �� ��������� ��������� ����������� ��� ���� ��������������� ������� ��� ����
������������ � ���������������� �� ��������� ���������� ������������� �������� ��������� �
�������� ������������� � �������� ���� ������ �� ������������ ��������� � ���� ����������
�� ���������� �� ����� ������ �� �������� � �������� �� ����������������� ������� ����
��� � ��������� �� ������������� � ������� �� ������ ���� ����� �� ���� ��� ������ ���
���������� ������ ����� ����������������� � ������������������ ����� ��������� ������ ���
������ � ������ �� ����������������� �� �������� �������� ��������� ������� ��� ��������
��� ������� �� ����������� � ������ �������������� ��������� �� ��������� �� ������� �
���������� �� ������ �� ������ �������������

��� ������������ �� ��������� ���������

�� ��������� ���������� � �������� �� ���������� �� ����� ������ ��� ���� �� �������
�� �� ��� �������������� ������ ���� � �������� �� �� ������ ����� ���� �� ���������
����������� � �������� ����������� ���� � ����� ���� ����� ������������ �� �������
�� ����� ������� ������� � � �� ����� ������� ���������� �� ������ ��������� ���������
�������� �� ����� ���� ����� ��� ������������� ����������� ������ �������� ���� ����
���������� �������������� �� ������ � � ���������� �� ���� ��� � �������� ���������
������ ���� � ���� ���� ����������� ��� � ������� �������� ������

���� � ������� ��� ����� �������������� ������ � �������� �� �� ������ ������ �����
� ������� ������ ����� �� �������� �� ������� � ��������� ����������������� ���� ������
����� � ��������� ��� ���������� �� ����� ������� �� ������� � ��������� � ������� ����
����������� ���� � �������� �� ����� ���� �������� ��� � ������ ���� ������ ����
�������� �� ����� ����� ���� �������� �� ������� � ���������� �� ���������� �� �����
�� �� �������� �������� ���� ��� �������� �� ������ �������

• �������� ������ �������� �� ������ ���������� �� ������� �� �� ��� ���������������

��



�� ������������

������ ���� �������� �� ������� �� ��� ��������� ����������������� ���� �������� ���������
�� �������� ���� � ����� ���� � ��������� �� ������� ����� � ���� � ���� �������� ��
��� �� ��������

������ ������� ���� ����������� �� ����������� ���� ���� �������

• ������� ������ ������� ��� ����� �������������� �� ������� � ��������� �������
����������

• �������� ������ ����������� �� ��� �������������� �� ���������� �� ����� �������

• ������ ������ ���������� ��� ���������� �� ����� ������ �� ���������

�� ������ ������������� �� �������� �� ������������ ��� ���������� �� ����� ���� �
���������� ��������� ��� �� ���� ������ ����� ��� �������������� ��� ����� �� �����
������ �� ������� ��� ����� ��� ������������ ����� �� �������� ����� ������ �������
���� ������� � ��� �������� �� ����� �1�� �� ������� ����� ������ ������� ���� ����� �
���������� �� ��������� ��� �������������� �2�� �� �������� ����� ������ ������� ��������
��� ������������ �� ����� � �� ������ ����� ������ ������� ������������ �����������
����� �����

���� ���������� �� ���������� �� ����� ������ ���� �� �������� ��� ��������� ��
��������� �� ��������� �� ������� ����������������� ��� �������� �� ������ �� ���
������ ���������� � ���������� �� ������ �� ������ ������������� �� ��������� ����������
�� � ���������� ����� �������� �� ������� � ���������� �� ���������� �� ����� ������� ���
�� ������ � ��������� �� ������������ �� ����� �������� ���� ������� �� ��� ��������
�������� �� ������ �� �������� ����������� ��� �� ���� � ��������� ����� �� ���� ������ ������
����������� � ������������� ����� ����� ������ ����� �� ��������� ���� ���������� �������
��� ����� �� ���� ��� �������� ��������� �������� �� ����� �������� �� ��������� ������
�������� ��� ��� ��������� ����� �� ������� ����� �� ���� ������� ��� ������ � ����������
�������� �� �������� �������� ���������� ��� ��� ��� ���� ��������� ���������� ������
���������� ��������� ����� ����� �������������� �Δn 0, 2 − 0, 5�� ������������� �� 400��
� 20µ�� ����� ������� �� ��������� ��������������� ��� ��������� ��������������� �����
������ ���� ����� � ��������� �� ������������ �� ������ ������������� �� ���������� �������
����� ���� ������������ ���� ��� �� �������� �������� ��������� ������� � ���������� �����
���������

���� �� ���������



��� ������ ������������� ��

������ ���� ������ �� �������� �� ������� � ���������� �� ���������� �� ����� ������ ��
��������� ���������� ��� �������� �� ������ � ������� �� ����� ��������������� ��� �������� ��
����� �������������� ���� ��������� ����������������� ��� ����������� ��� ����� �� ���������� ��
������ ������ � ��� ���������� ��� ���������� �� ������

������ ������� ���� ����������� �� ����������� ���� ���� �������

��� ������ �������������

� ������ ������������� �������� �� ������� �� ������ �� �������� ������ � ��� ���� ����
��������� ����������� �������� ��� �������� � �������� ���� ������ ������ � ��������������
�� �������� �� ���������� ��� ��������� �� ��� ������ �� �������� �� ����� ��������
��� ��� �� ������ �������� ��� ��������� ������ ���� ������������� ����� �� ���� ������
����������� ��������� ����������� �� ������ �� ������� � �������� � ������ �������������
�������� ��� ����������

• �������� �� ���������� �� ������ �� ������� ������ ���� ������� ������� �� ���������
���� �������� � ������� ������������ � ���� ��� ��������� �� �������� ��������
�������������

• ��������� �� ������ �� �������� ������� ���� �������������� �������� ��� ������� ����
�������� � ������� ������ ��������������

������ ���� ������ �� ��� ��������� ������� �� �� �������� �������������� ����������
�� �������� �� ������ ��������� ��� �������� ��������� �� ����������� ������ � ������

��������� �� ������ � ����



�� ������������

�������� ����� ����� ������� ����������������� ��� ��������� �� ������ �� �������� �
������� � ������� �� ������� �� ���� ����� � ����� ���������� �� ������ �� �������
��������������� ���� ������� ����� ��������������� �� ��� ������������ �� ����� �����

����� ����������� �� ���� ������

� ������ �� ����� ��������� ��� ������� �������� � ������������� � � ������� �����
�� ������ �� �������� �� �������� �������������� ������ ���� ������ ������ ���������������
��������� � ��� ����� ������������ ���������� �� �� ���� �������������� �� ������ ��
������������� � ������ �� �������� �� ����� ������

I ∝ |E01|2 + |E02|2 + E∗
01E02e

−i �K·�r + E01E
∗
02e

+i �K·�r , �����

����

�E1,2 = �E01,02e
−i(�k1,2·�r−wt) , �����

��� �� ������ ������� ����������� �k1 � �k2 ��� ���� ������� �� ����� ��� |�k1| = |�k2| �
�K = �k2−�k1 � � ����� �� ���� �� ������ � ������ �� ����������� �������� �������������
��������� ��� ������������ ��� �������� �� ������� ���������� �� �� ����� ��������
������ � ������������ �������� �� ������� ���� ������ ��� ����� �� ���� ������������� ��
��������� ������� ������ ��� ������� �� ������ �� �������� ������� ���� ���������� ��
�������� �� ������ �� �������� ������� �� ����� � ����������� �� �� ��� ������ ��������
�������� ��� � �� ����� ������� ����� ����� ������ � ����� �� ������� ����� �����

�� ������������ ��� ������ ���� ��� ������ ����� �� ���������� ����������� �� ��������
������������� ��� ����� ��� ����� �����

I1(z) = I1(0)
1 +m−1

1 +m−1eγz
e−αz �����

�

I2(z) = I2(0)
1 +m

1 +me−γz
e−αz , �����

���� m = I1(0)/I2(0) � � ���� �� ����������� ���������� γ � � ���������� �� ������ ����
����

γ =
2πΔn

λ cos θ
sinφ , �����

����� λ � ����������� �� ���� �� ������ θ � � ������ �� ������ ����� �� ���� ������
��������� �� ����� φ � � ������������ �� ���� ������������� � Δn � � ��������� �� �����
����� �� ������ �� ��������� ����� ����� � ���������� �������� ���� �� �������� �� �����
���� � ���� ���� � �������� �� ��������� ������������� ������ ��� � ������ �� ��������
����� ��� ��������� �� φ = π/2� �� ���� � ������������� �� ������� � ������� �� ���
������ ������ � ��������� � ������� ��� � ������ �� �������� �� ����� ���� �� ���������
�� �� ����� �������� �������� ����� φ = 0 �� φ = π � ����� ��� ������ ������������� ��
��������

���� �� ���������



��� ������� ������������ ��

��� ������� ������������

�� ������ �� ������ ������������� ��� ��������� �� ����� ������� ��������� �� �������
��������� ��� � ����������� �� ���� 532 �� � ����������� ���������� �� ����������
���� ����� �� ���������� �� ����� �� ����� ��� ����������� �� ���� �� 632, 8 �� �
����������� ���������� �� ��������� �� ������� �������� ���� ��� ��������� ���� ����� ��
������ �� ����� �� ����������� �������� ��� ��������� ���� ������� � ����� ��������� ��
����� ��� ����� ������������ �������� ����� ���������� ���� ������� �� ������ �� �������
� �������� �� ���� ��� � ������ ����� �� ���� ������ ������ ��� �� ��������������� 1◦�
� ����� �� ����� ��� ����������� ���� ������� ����� �� ���� ������ ����� �������� ����
���������� �� ������ ������� �� ������� ��������� ����� ������������ ���� � �������
���� �������� �� ���� ������ ������������� ���� � ��������� ��� ������ ��� ��������� ��
��������� ���������� ������ ��������� � ������� ����������� ��������� �� ����� ����
���� � �������� �� ����������� �� ������� ��� ��������� �� ����� �� ������� �������
������ ������

������ ���� ������� ������������ ��������� ���� ������� �� ����������� ��� �������

������ ������� �����

�� ������ �� ��������� �� ������������ ��� ��������� �� ����� ������� ���������
�� ������� ��������� ��� � ����������� �� ���� 532�� � ����������� ���������� ��
��������� �������� ����� ������ ���� ���������� � ����� ��� � �������� ��� ����� �� ����
�� 10�� ��� ��������� ���� ��������� � ����� ����� �� ��������� ��� ����� �� �������� ��
������� ������� ������ ��������� ��� ��������� ���� ������� ��� ��������� �� ���������
��� ��������� �� �������� � ����� �� �������� ��� ���������� ������� �� �� �����������
�� �������� �� ������� �������� �������� �������� ������ ������ ���� � ��������� ���
������ ��� ��������� �� ��������� ���������� ������ ��������� � ������� �����������
��������� �� ����� ���� ���� � �������� �� ����������� �� ������� ��� ��������� �� �����
�� ������� ������� ������ ������

��������� �� ������ � ����
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��� ����������
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������ ���� ������ ���������� ���� ����� �� ���� ������� �� �������� �������������� ���
������ ��� �������� �� ������

������ ������� �����

������ ���� ������ ����� ���������� ��������� ���������� ������ �� �� �������� ���
������������ ��� ����� ������������� � �������� ������� ��� ��� �� ������ ����� ����������
���� ���� �� ������ �������� ����� �� ������ �� ������ ����������� ���� ���� ��� �����
����� �� ����� ���� ���� ��������� � ��������� � ������� �� 5�� ������ ��� 0, 3% ��
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����� �� ������� �������� �� ������� ��� ��� ��� ���� �������� � ���������� ������
������ �� ����������� ��� ��� ��������� ���� ������� ������ ���� ������ �������� � �����
�� ������ ������������� �� �������� �������� ��������� ������� ��� �������� �� ������ �
�������� �60� ���������� � ������� �� ����������� �� ������ ��� ������� �� ����� ������
������ ����� � ������������� � ������� ����� �� ������ �� �������� �� ������� 8�� ������
��� 0, 3% �� ����� �� ������� �������� �� ������� ����� ����� �� ��������� ����������
� ������� �������� �� ������ ���� ��������� ���� ������ ��� ������� ���������������

������ ���� ������ �� ����������� ��� ������ �� ������ ������������ �� ������� �� ���
������ ��� 0, 3% �� ����� �� ������ �������� �� ������ �� ���������� ����� � ���� ����������
������� �� ������ ��������� ��� ���� ��������� �� ��� V = 0 �� ��� ���� ����������� ��� V = 1, 9
�� ��� ���� ��������� ��� V = 0 �� � ��� ���� ��������� ��� V = 1, 9 �� � �������� �� ���������
��� �� 10 �� ���� ���� �� ��� ������ �� ��������������� ���� ��� � �������� �� ����� �������
���������� � ����������� ��� ������� ��� ��� ��� �� ���������� ��� ���������� ������������
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������ � ������ ��������������� ������ ��� �������� ������� � �������� �������� � �������
����� ��� ������ ���������� ����� �������� ���������� �� ����� ����� ���������� ���
�������� �� ����� �� ��� ������ �� ���������� � ����� ��� ������ �� ���������������
�� ����� ���� ������� �� ������� �� ����������� �� ������� ������� � ������ �� �����������
�� ���� ������� �� ������� ����� ���������� �� ��� ������ ��� 0, 1% �� �������� ��
������� ��� ����� ���������� �T = 303 �� � ���� �������� �T = 309 ��� �� ����������
����� ������� ���� ��� �������� ��������� �� ��������������� 10��� ��� �� ���
��������� �� �������� �������� �� ���� ����������� ����� ��� � ����������� ����� ���
��������� �� ����������� ��� ����� �������� ��� ��� ��������� �� ���� �� π� ���������

��������� �� ������ � ����
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��� �� �� ����������� ����� �� ������ �� ��������� �� ����� �� ���������� ���� ������ �
�������� �������� �� ��������� ��� ����������� ��������� ��� �� ��� ����� �������������
�� ����������� ����� �� ������ �������� �� ������������� ������� � ��������� �� ����
��������� ��� ��� ��������� �� ����������� ��� ����� �������� ��� ��� ��������� �� ����
�� π� �������� ��� �� ������ �� ��������� ��� ����������� ��������� ��� � �����������
����� �� ������ � ���� ��������

������ � ����������� ����� �� ������ ���� ���������� ������� ������������� �� �����
��� ����� �� ���� ������ ��� ����������� ���� �� �������� �� ��� ������ ��� �������� ��
������� �� ����� �� ������ ���� ������ ������ � ����� ���������� � ������� �� ������
�� �������� ������������� ��� �� ������������ �� ���� φ = 0 �� π� ���������� �����
����� ����� ������� ���� �� �������� �� ��� ��� ������ �� ��������� � ��� ������ ���
� ������� ������� ��� ��������� �������������� ��� ��������� � �������� �� ��� �����
�������������� ������ ����� �������� � ������������ ���������� � ��������� �� ����������
��� ���������� �� ����� ��� �������� �� ���� ��� � ������� �� ���������� ���� ������
�� ��������� �� ������� � ������� ������ ���������

����� ������� �� ������������

������ ���� ���������� �� ������������ ������ �� ������� �� ��� ������ ��� �������� �c =
0, 1%�� �� ���������� ������������� T = 304 � ������������ �������������� � ���� ��������� �
T = 311 � ����������� �������������� � ���� ��������� � �������� �� ��������� ��������� ��� ��
12 ��� ���� ��� � �������� ������������ � ����� �� ���� ��������� ��������� ��� � ��������
��� ������� ����� � ������� ��� ���������� �� ������ �� ������ ������� ������������ �� ������
������ � ������� ����
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� ������ �� ������ ����� �������� �� ��������������� �� ���������� ������������ ��
������ ��� �������� �� ��� ������� ��� ��������� ���� ������������ c = 0, 1% ��
������ � ������� ������ ��������� �� 100 µ� � ����������� ������������ �������������
��� �������� ��� �������� ��� ��������� �� ������� ��� ���������� �� ���� ��� ���

���� �� ���������
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�������� ���������� � ���������� �� ����� �������� ������������� ���� �������� ������
������������� ��� �� ����� ������ ���� ���� � ��������� �� �������� �������� ������
��� ���������� ��� ������ �� ������ ������������� ���� � ������ ������������ ��� ��������� �
����� �� ��������� � �������� ����� � ���� �� ����� ������� �� ����� ��������� � � ������
�� ������������ � ����������� � �������� �� ��������� ��������� ��� �� 12 ���

�� ����� ���� � ����������� � ���������� �� ������������ ���� � ������� ��� �����
�������� �T = 311 �� � �������� �T = 304 ��� �� ����� �� ������ � ��������� ��
����������� ����������� �� ������������� ��� � �������� ������������ ����� ����� �� ����
��������� �� ����� ��� ��� ��� � ������� ��������� �� ����������� ������������� �
�������� ��� ������� ��������� ����� � ������������ ��� ������� �� ���� ��� ������
�������� ����������� �� ����� �� ������� �� ���������� �� ������ ��������� ����� � ������
����� ��� ���������� �� ����� �� ����� �� ������� ��� ��������� �� ������� ������ ����
������ � ������������� �� ���� �������� ����� � ������� � ������� ��������� �� ������� ����
���������� �� ����� ��� �������� ��������� ����� � �������� �� ������� ��� ����������
�� ������ �� ������� ���������� �� ������������ ��� �������� ������������ � ��� � �����
�� �������� �� ������ ������������ � ����� �� ��� ����� ����� �� ��� � ��������� ��
�������� ��� ���������� �������� ������������� ������ ����� ������ ������� ��������
��� � ��������� �� ����� �������� �������� ���� ������ �� ������������� ��� � ���������
���� �������� ��� �������� ������������� ������ ��������� �� ����� ���������� ����������
������������ ��� � �������� ������������� �� �������� �������� � ��������� ���� �����
�������� ������������ ������ ����� ���������� �� ����� ��������� �� ������� �����

������ ���� ��������� �� ������ τ � ���� � ���������� �� �������� �� ������ �� ������ �����
����� �� ������� �� ��� ������ ��� �60� ��� ������������ T = 304 � ����������� � T = 311
� ����������� ��� ������������ ��������������� �� ����� �������� � �������� �� ������� ������
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�� ����� ���� � ����������� � ����������� �� ��������� �� ������ τ � �� ������ ��
�������� �������� �� ������� �� ��� ������ ��� �������� �c = 0, 1%�� ��� ������������
�� T = 304 � ����� ��������� � T = 311 � ����� ���������� � �������� �� ���������
��� �� 12 ��� �� ���� ��������� ����� ��� �� ��� ������� �� ����� �� ��������� ��
������ ��������� ��� ������ ������������ � ��������� ���� ����������� � ������ ��� �
�������� �������� �� ����� �� ��������� �� ����� �������� ������ � ��� ����������
��� � ������� �� ����� �������� ��������� ���������� ����� � ���������� �� ������
�� �������� �� ������������� �������� � ��������� ���� � ������� �� ���� ���������
��� � ��������� �� ����� ���������� � ������ ��� � ������ �������� �������� ����
���� ����� ��������� ��� � ���� �� ���� ����� �� ��� ������ �������������� �� �����
�� ��� ������� ������� � ������������� �� ������������� ������ �� ������������ ���� ����
� ���������� �� ���������� ���������� �� �������� �� �������� ��� ���� � ������� ��
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������ ���� �������� �������� �� ������������� �� ������� �� 8�� ������ ��� 0, 1% ��
����� �� ��������� ���� ���������� ��������� �� ���������� Pi = 12 �� ����������� � Pi = 72
�� ����������� � ������� ��� ������� �� ����������� �������������� � ���� �������� �T = 304
�� � � �������� �������� ��� �� V = 2, 10 �� ���� ��� � ����� ������������ ��������� ��� �����
����������� ��� � ����������� �� ����� �� ����������

0 20 40 60 80 100 120
t(s)

0

200

400

600

800

Fo
to

co
rre

nt
e 

(p
A

)

12mW
72mW

������ ������� �����

� ������������ ������������ ������ ���� � �������� �� ������������ �� ������� ��
8�� ������ ��� �������� ������� �� ����������� �� ����� �� ���������� �� ����� ���� �
����������� � �������� �������� �� �������� ������������� �� ����������� �� T = 304 �
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���� �� ���������



��� ���������� ��

� ��������� �� ������ �� V = 2, 10 �� ���� ������� ��������� � ����� �� ������ �����
�������� �� ������������ ������� ����������������� �� ����������� �� ����� �� ����������
��������� ��� ��� � ���� �� ���������� � ������������ ��� ���������� �� ����� �������
�� ��� ����������

������ ����� ������������ �� ������ �� �������� �� ��������� ���� � ������� 8�� ������
��� 0, 1% �� ����� �� ��������� � ����������� �� ������� ��� ������� �� T = 304 �� ��
����� ��� ������� �� �������� �� ���� ��������� � �������� �������� ����� �� ��������� ��
����� ������� ��� �� V = 2, 10 �� � ����� ������ ���������� � ������ ��� Ifoto ∝ P 0,9
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���� ���� ������� ��������� � ����� �� ������������ ������ ����� ��� ����������� ���
� �������� ���������� ��� Ifoto ∝ P 0,9
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�� ��������� �� ����������� ��� ��������� ��� � ������ �� �������� ����� � ����� ��
�������� �� ����� �������� ���������� � ������� �� ����� ��� ��������� �������������
�� ���� ��������� ���� ��������� ���� ��������� �� ���� �� ��� � ������ �� �������� ���
����� � ����� ������� ����� ��� ����� �������������� ������������ ���� ������� ��
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���������� �� ��������� �� ������� � ������� �� ����� ��� �������� �� ��� ������ ���
��������� ��� ���� � �������� �� ������ ����������� ������ �������� ������ � �������
�� ��������� �� ����� ����� ��� ��������� �� ����������� ����� �� ������ �����������
������������� ���� ��������� ��� ������������ �������� ��� ��� ��������� �� ���� �� π�
�������� ������� ������������� �� ������� ����� �� ������ ���� ��� ��������� ��� �����
�������� � ��������� ��������� ��� ��� �� � �������� �� ��� ����� �������������� �
������ �� ������������ ����������� ���������� � ������� �� ������������� �������� ��� ����
������� �� ������ ��� ���������� � �� �� �������� ���� ������ � ������� ������ ����������
�� ������ �� �������� �������������������� ��� ���� ������� � ����������� ������ ��������
���� ���������� �� ��������� ������������ � ������ �� ������������ ������� ��� � �����
��� � ���������� �� ������ ������ ��������� � ����� �� ��� ����� �������� � ��������� ��
�������� ��� ���������� �������� �������������� � ����������� �� ������������ ��� �
�������� �� ����� �� ��������� ������ ��� ������������ ���� ��� ����������� ����������
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Effects of fullerene addition on the thermo-optical properties of smectic liquid crystals

at the vicinity of the nematic–smectic-A phase transition
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The present work is devoted to the study of the thermo-optical properties of liquid crystals doped with traces

of fullerene C60 at the vicinity of the nematic–smectic-A phase transition. By using the time-resolved Z-scan

technique, we measure the temperature dependence of the thermo-optical coefficient and the thermal diffusivity.

Our results reveal that the critical behavior of the thermal diffusivity is strongly affected by the fullerene addition.

We provide a detailed discussion under the light of the distinct mechanisms behind the thermal transport in

liquid-crystal samples.

DOI: 10.1103/PhysRevE.89.052511 PACS number(s): 64.70.M−, 42.70.Df, 61.30.Eb

I. INTRODUCTION

The characterization of phase transitions and critical phe-

nomena involving liquid crystals constitutes a challenging

topic in soft-matter physics, being a subject of theoretical

and experimental investigations for several decades [1–5].

Indeed, liquid-crystalline systems exhibit a large variety of

unusual phase sequences which are strongly affected by

external fields [6,7], surface anchoring [8], confinement [9],

and finite-size effects [10]. In this context, the smectic-A

(SmA) to nematic (N ) phase transition plays an important role

due to the rich phenomenology associated with the continuous

or discontinuous nature of such transition, which is determined

by the nematic range of the investigated compound [11–13].

In particular, the nematic range of smectogenic compounds

reflects the coupling strength between the nematic and smectic

order parameters that delimits the crossover from continuous to

discontinuous transition via a Gaussian tricritical point [11].

As a consequence, the equilibrium and dynamical thermal

parameters may exhibit an isotropic or a weakly anisotropic

critical behavior at the N -SmA transition [11,14]. In fact, the

study of the effective critical behavior of thermal parameters

of liquid crystals has attracted a renewed interest due to their

major relevance for electro-optical devices based on electronic

and optical properties of liquid-crystal samples [15].

It is well known that the introduction of guest particles

may induce dramatical changes in the phase transitions of

liquid-crystal hosts [16–20]. A prominent example is the

pronounced shift in nematic-isotropic and smectic-nematic

transition temperatures due to the addition of ferroelectric

nanoparticles [16,17,20]. In particular, it was observed that

the local electric field of guest particles reinforces the

nematic order parameter, resulting in the enhancement of

nematic-isotropic transition temperature [16,21]. However,

it was demonstrated that this effect only persists at small

concentrations of ferroelectric nanoparticles; otherwise, the

particles-induced inhomogeneity becomes predominant and

the transition temperatures tend to decrease as a typical

quenched disorder phenomenon [17,20]. The reduction of

nematic–smectic-A transition temperature has also been re-

ported for liquid-crystal samples doped with azo-dyes [19] or

containing nonmesogenic impurities [22,23]. Concerning the

critical behavior at the nematic–smectic-A phase transition,

high-resolution calorimetric studies revealed that the critical

exponent of specific heat is sensitive to the concentration and

coating of guest magnetic particles [18]. Similar results were

obtained for critical exponents of the elastic constant and rota-

tional viscosity by using dynamic light scattering in a liquid-

crystalline system containing ferroelectric nanoparticles at the

vicinity of the nematic–smectic-A phase transition [17].

Recently, special attention has been devoted to the control

and amplification of the electronic and optical properties of

liquid crystals due to their potential application in optical

devices [24–26]. Among the great variety of methods used to

modify the properties of liquid-crystal matrices, the addition

of electron donor-acceptor molecules has been demonstrated

as an excellent alternative for electro-optical purposes, such

as data storage and coherent image amplification [25–28].

In particular, it has been reported that the insertion of

fullerene C60 in nematic liquid crystals leads to a dramatic

improvement of the photorefractive response of the samples,

being characterized by a large enhancement in the diffraction

efficiency of writing beams [29–32]. Indeed, fullerene C60

enhances the photocharge generation in nematic samples due

to the formation of charge-transfer complexes upon photoex-

citation, contributing to the formation of a space-charged

field that is responsible for the spatial modulation of the

refractive index [26,28]. Further, the introduction of fullerene

has also been used to modify the structural organization of

cholesteric samples from the formation of twist-bond defects

upon low-intensity illumination [33]. Concerning the thermal

properties, polarizing optical microscopy and differential

scanning calorimetry investigations have not identified any

significant contribution associated with the fullerene addition

at the nematic-isotropic phase transition [34]. Although the

effects associated with the addition of fullerene on the

optical properties of nematic liquid crystals have been widely

explored, thermal parameters of smectic liquid crystals doped

with fullerene have not been investigated so far.

In the present work, we study the thermo-optical properties

of liquid crystals doped with traces of fullerene C60 at

the vicinity of the nematic–smectic-A phase transition. By

using the time-resolved Z-scan technique, we measure the

temperature dependence of the thermo-optical coefficient and

the thermal diffusivity of pure and fullerene-doped 8CB

samples. Our results show that the introduction of fullerene

affects the SmA-N transition temperature, as well as the heat

diffusion of liquid-crystal hosts, especially at the smectic
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phase. Further, we analyze the effects of fullerene addition

in the critical behavior of thermal diffusivity under light

of the mechanisms behind the heat transport in smectic

samples.

II. MATERIAL AND METHODS

We chose the compound 4-octyl-4�-cyanobiphenyl (8CB)

as our liquid-crystal sample. It presents an isotropic-nematic

phase transition at TNI = 313.5 K and a nematic–smectic-A

transition at TAN = 306.5 K. This compound exhibits a good

chemical stability upon laser exposure and it was purchased

from Sigma-Aldrich, being used without further purification.

The fullerene C60 was also purchased from Sigma-Aldrich and

its concentration in the liquid-crystal samples was varied in

the range of 0–0.4 wt. %. No phase separation was observed at

these concentrations. Homeotropic samples were prepared by

treating cleaned glass surfaces with surfactant. Spacers were

used to maintain the cell thickness at �0 = 100 µm. The cells

were filled by capillarity action in the isotropic phase of 8CB

(T ≈ 323 K) and slowly cooled down to room temperature.

Samples were observed under a crossed-polarized microscope

to ensure alignment and uniformity. Samples were placed in a

temperature-controlled oven within the accuracy of 0.1 K, with

the sample temperature being varied in steps of �T = 0.2 K,

in a rate of 0.1 K/min. After reaching the target temperature,

the measurement was performed after a waiting time of 20 min

in order to certify that the system has reached the equilibrium

configuration.

The time-resolved Z-scan technique was implemented

using a linear polarized cw diode-pumped solid-state (DPSS)

laser at λ = 532 nm as the light source. The laser beam

presented a Gaussian profile with a well-defined vertical

polarization and the laser power used to excite the sample

was P = 0.8–1.7 mW. The laser beam was focused by a lens

with a focal length of 15 cm, which provided a minimum

waist of w0 = 40 µm, resulting in a confocal distance zc =
9.45 mm. A mechanical chopper was used to modulate the

laser beam, producing square-wave pulses with a duration of

70 ms. The sample was excited at normal incidence in order to

avoid reorientation of the orientational order. The sample was

moved back and forth along the z axis around the beam waist of

the laser during the measurement, with a single displacement

step of 5 mm.

III. THERMAL LENS BACKGROUND

The time-resolved Z-scan technique is an efficient method

to investigate the thermal properties in low absorbing liquid-

crystal samples from the emergence of the thermal lens

effect [35,36]. In particular, the thermal lens effect consists

in the conversion of the absorbed energy into heat when a

Gaussian laser beam passes through the sample, which behaves

itself as a lenslike optical element due to the temperature-

induced change in the optical path. More specifically, the local

heating of the liquid-crystal sample modifies its birefringence,

resulting in a self-focusing or defocusing of the beam center.

Further, the formation time of the thermal lens can be used

to determine the thermal diffusivity of the sample [35]. By

considering the aberration model to describe the optical path

change in the thermal lens effect, the transient transmittance

in the far field can be expressed as [37]

I (τ ) = I (0)

�

1 −
θ

2
tan−1

�

2γ

(3 + γ 2) + (9 + γ 2)
�

τc

2τ

�

��2

,

(1)

with γ = z/zc, where z is the sample position in relation to

the position of minimum beam waist (z = 0) and zc is the

confocal parameter. θ is the thermal-induced phase shift of

the beam wave front after it passage through the sample. τ is the

exposure time of the sample during each square pulse, while

τc is the characteristic time for the formation of the thermal

lens. The parameters τc and θ can be directly obtained from the

fitting of the experimental data for the transient transmittance

by using Eq. (1). θ and τc are free parameters which can be

associated with the sample and experimental setup parameters

as follows:

θ = −
�

PiA�0

κλ

�

dno

dT
(2)

and

τc =
w2

4D
. (3)

Here, w is the beam radius at the sample, defined as

w = w0

�

1 + γ 2, and D is the thermal diffusivity. Pi is the

incident laser power, A is the absorption coefficient at the

excitation wavelength, and κ is the thermal conductivity. no

is the ordinary refractive index of the liquid-crystal samples,

which can be defined as [38]

no = n̄ − 1
3
�n(T ), (4)

where n̄ is the average refractive index and �n(T ) is the liquid-

crystal birefringence, which exhibits a strong dependence on

the sample temperature T , due to its relation with the orien-

tational order parameter [38]. Previous works have reported

that the average refractive index exhibits a linear decrease as

the temperature is enhanced, with dn̄/dT ≈ −10−4K−1 [38].

Once such a contribution is around two orders of magnitude

lower than the variation rate of the liquid-crystal birefringence

with temperature [d�n(T )/dT ], the thermal variations in

the optical path are mainly associated with the variation

in the birefringence of liquid-crystal samples. As a conse-

quence, the temperature effects on the beam phase shift θ

can be directly attributed to the birefringent thermo-optical

coefficient. In what follows, we will use the above description

to analyze the effects of the fullerene addition on the thermo-

optical properties of liquid crystals close to the nematic–

smectic-A phase transition.

IV. RESULTS

In Fig. 1 we show the time evolution of the far-field

transmittance for pure 8CB samples and 8CB liquid crystals

doped with fullerene at a concentration of 0.1 wt. %. The

transient transmittances were recorded for distinct tempera-

tures of samples placed at the position z =
√

3zc. For the

undoped sample, one can observe that a self-focusing behavior

(d�n/dT < 0) takes place at the nematic and smectic phases

052511-2
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FIG. 1. (Color online) Transient intensities of time-resolved

Z-scan measurements in (a) pure 8CB and (b) fullerene-doped

8CB samples at distinct temperatures: T = 308 K (red squares) and

T = 304.5 K (black circles), corresponding to nematic and smectic

phases, respectively. The concentration of fullerene in the doped

sample was c = 0.1 wt. %. Solid lines represent the fitting curves

using Eq. (1). In both cases, we observe that the phase shift is less

pronounced in the smectic phase.

that is characterized by the increase of the far-field transmit-
tance with the exposure time (θ < 0), as shown in Fig. 1(a). We
notice that the phase shift is smaller in the smectic phase, with
a slow relaxation to the steady-state regime in both phases.
Indeed, the temperature-induced changes in the liquid-crystal
birefringence are more pronounced in the nematic phase. This
feature is due to the fact that the smectic phase exhibits an
additional quasi-long-range translational order. Although the
smectic layers impose restrictions to the molecular motion
through them, it has been demonstrated that the thermal
conductivity is slightly affected by the emergence of the
layered structure [39,40], which exhibits a small discontinuity
due to the coupling between smectic and nematic order
parameters [40,41]. A similar behavior is observed in the
fullerene-doped 8CB sample, with the self-focusing of the
laser beam (θ < 0) and a smaller phase shift in the smectic
phase when compared with the nematic one, as exhibited in
Fig. 1(b). However, the evolution to the steady-state regime
in the smectic phase seems to be affected by the fullerene
addition, with a reduction of the characteristic time for the
formation of the thermal lens and the heat diffusion occurring
in a more efficient way.

Let us now characterize the effects of the fullerene addition
on the thermal properties of smectic phase. In Fig. 2, we
present a comparison between the transient intensities of pure

0 10 20 30 40 50 60

τ (ms)

0.94

0.96

0.98

1.00

1.02

I(
τ
)/

I(
∞

)

8CB
8CB + C

60

FIG. 2. (Color online) Transient intensities of pure (black circles)

and fullerene-doped (blue squares) 8CB samples at the smectic phase,

with T = 304.5 K. The concentration of fullerene in the doped sample

was c = 0.1 wt. %. Although the phase shift is higher in the doped

sample, one can notice that the steady-state regime is reached faster

in such a system, indicating that the addition of fullerene reduces the

characteristic time for the formation of the thermal lens.

and fullerene-doped 8CB sample at T = 304.5 K, well below
the SmA-N transition temperature. Here, one can clearly
note that the steady-state regime is reached faster in the
doped sample, indicating that the fullerene guest increases
the heat diffusion in the smectic phase. In fact, the addition
of fullerene enhances the mean free path of hydrodynamic
modes responsible for the heat conduction in the liquid-crystal
samples, once the mean diameter of the fullerene balls
(df ≈ 7 Å) is almost five times smaller than the smectic

layer thickness (ds ≈ 32 Å). It is important to stress that the
transient in the far-field transmittance at normal incidence
is associated with the thermal diffusion, because the optical
torque responsible for the director reorientation is null at this
excitation geometry [42].

Using Eq. (1), one can obtain the phase shift and the thermal
diffusivity of pure and fullerene-doped 8CB samples by fitting
the time evolution of the far-field transmittance. In Fig. 3, we
exhibit the temperature dependence of the phase shift θ at
the vicinity of the nematic–smectic-A phase transition. Again,
we consider pure and fullerene-doped 8CB samples. The phase
shifts were rescaled by the power of the incident laser beam
in order to allow a better analysis of the photothermal process.
In the pure 8CB sample, one can note that the absolute value
of the phase shift decreases as the temperature is reduced, but
a small discontinuity is observed at the nematic–smectic-A
transition temperature, as shown in Fig. 3(a). Such a behavior
is associated with the strong coupling between the thermal
fluctuations of the optical axis and the smectic order parameter,
once the phase shift reflects the rate of variation of the
sample birefringence with temperature, as defined in Eq. (2).
In fact, the nematic–smectic-A phase transition presents a
crossover from continuous to tricritical behavior in compounds
exhibiting a small nematic range, which is characterized by
a McMillan ratio 0.93 < TAN/TNI < 1 [11,14,40]. Indeed,
the McMillan ratio for 8CB is TAN/TNI = 0.977, and a
small discontinuity in nematic order parameter may take
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FIG. 3. (Color online) Beam phase shift in units of the incident

laser power as a function of the temperature, for (a) pure 8CB sample

and (b) 8CB containing fullerene at a concentration of 0.1 wt. %.

Red dashed lines are just to guide the eyes. Notice that the insertion

of fullerene reduces the discontinuity associated with the nematic–

smectic-A phase transition.

place at the transition, due to the coupling between smectic

order parameter and the thermal fluctuations in the nematic

order [43]. As a consequence, an abrupt change in the slope

d�n/dT is observed at the transition temperature, resulting

in a discontinuous variation of the thermo-optical coefficient.

For the 8CB sample doped with fullerene (c = 0.1 wt. %), we

observe that the discontinuity at the phase transition is reduced,

which takes place at a temperature slightly lower than the

transition temperature TAN of the pure 8CB sample. Further,

we notice that the addition of fullerene at this concentration

induces a small enhancement in the absolute value of beam

phase shift in the smectic phase.

In order to determine the effects of fullerene addition

in the SmA-N phase transition, we exhibit in Fig. 4 the

transition temperature, TAN (c), as a function of the fullerene

concentration. The transition temperatures were estimated

from the polarized optical microscopy of the samples. As

one can notice, the SmA-N transition temperature presents

a linear decrease as the concentration of fullerene is enhanced,

indicating that the introduction of such a nonmesogenic

compound modifies the effective interaction that gives rise to

the smectic phase. Indeed, previous works have reported that

the addition of nonmesogenic materials in the liquid-crystal

sample tends to reduce the SmA-N transition temperature [22],

due to the emergence of an additional term in the free

energy associated with the coupling between the smectic order

parameter and the solute concentration. More specifically,

it was shown that TAN (c) = TAN (0) − 
c, where TAN (0)

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

c (%)

304.5

305.0

305.5

306.0

306.5

307.0

T
A

N
 (

K
)

FIG. 4. Smectic-nematic transition temperature as a function of

the fullerene weight concentration. The dashed line is the linear

regression using the expression TAN (c) = TAN (0) − 
c.

is the transition temperature of the pure sample and 


is a coefficient representing the coupling between smectic

order parameter and the concentration of the nonmesogenic

guest [22,23].

In Fig. 5, we present the effective thermal diffusiv-

ity as a function of the reduced temperature, t = [T −

TAN (c)]/TAN (c), for pure and fullerene-doped (c = 0.1 wt. %)
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FIG. 5. Temperature dependence of the effective thermal diffu-

sivity of (a) pure and (b) fullerene-doped 8CB samples at the vicinity

of the nematic–smectic-A phase transition. The concentration of

fullerene in the doped sample was c = 0.1 wt. %. Notice that the

addition of fullerene does not modify the vanishing critical behavior

of the thermal diffusivity at the SmA-N phase transition, indicating

that heat diffusion is governed by short-range processes.
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8CB samples. The thermal diffusivity was computed by using

Eq. (3), from the estimation of the characteristic time for the

formation of the thermal lens during the laser exposure. In

a pure 8CB sample, it is observed that the effective thermal

diffusivity exhibits a critical behavior at the nematic–smectic-

A phase transition, vanishing at the transition temperature.

Such behavior is similar to that reported by previous works

using photopyroelectric and thermal wave techniques [14,15].

In particular, the vanishing critical behavior of the thermal

diffusivity is usually associated with the divergence of the

specific heat at the transition, while the thermal conductivity

stays finite [14]. In fact, the divergence of the correlation length

and the emergence of long-range correlations does not affect

the thermal conductivity, which is governed by short-range

processes [44]. A similar scenario is observed in Fig. 5(b),

with the thermal diffusivity presenting a critical vanishing

at the transition temperature of the doped sample. Although

the fullerene inclusion is expected to suppress the critical

divergence of the specific heat similar to that reported for

8CB containing small quartz spheres at very low concen-

trations [45], the vanishing critical behavior of the thermal

diffusivity still holds. In this case, the addition of fullerene does

not favor a nondissipative coupling between Goldstone modes

whose relaxation rates go to zero as the correlation length

diverges, which would give rise to a divergent critical behavior

of the thermal conductivity at the nematic–smectic-A phase

transition [46]. At temperatures where the smectic order is

well established (t < −0.005), we can notice that the thermal

diffusivity is higher in the fullerene-doped sample than in the

pure one, indicating the enhancement in the heat diffusion due

to the fullerene addition.

V. SUMMARY AND CONCLUSIONS

In summary, we have studied the effects of the addition

of fullerene in the thermo-optical properties of 8CB liquid-

crystal samples at the vicinity of the nematic–smectic-A phase

transition. By using the time-resolved Z-scan technique, we

characterized the formation of a thermal lens in pure and doped

samples. Our results showed that the addition of fullerene in-

duces a reduction in the nematic–smectic-A transition temper-

ature, which may be attributed to the emergence of a coupling

between the smectic order parameter and the concentration

of guest particles. Similar results have been reported for 8CB

samples containing distinct nonmesogenic impurities [22,23].

Further, we showed that the critical vanishing behavior of

the thermal diffusivity still holds as the fullerene is added in

liquid-crystal samples. Such a result indicates that the insertion

of such guest particles does not favor a nondissipative coupling

between long-lived Goldstone modes, with the heat diffusion

being governed by short-range processes. The present results

suggest that the insertion of fullerene may induce significant

modifications in the thermo-optical properties of liquid-crystal

samples, a feature that can be explored in future applications

of such a guest-host system in electro-optical devices.

ACKNOWLEDGMENTS

We are grateful to M. L. Lyra and C. Jacinto for useful

discussions. This work was partially supported by Instituto

Nacional de Ciência e Tecnologia de Fluidos Complexos

(INCT-FCx), CAPES, CNPq/MCT, FAPEAL, and FINEP

(Brazilian Research Agencies).

[1] P. G. de Gennes and J. Prost, The Physics of Liquid Crystals

(Clarendon Press, Oxford, 1993).

[2] R. Pindak, W. O. Sprenger, D. J. Bishop, D. D. Osheroff, and

J. W. Goodby, Phys. Rev. Lett. 48, 173 (1982).

[3] T. Stoebe, P. Mach, and C. C. Huang, Phys. Rev. Lett. 73, 1384

(1994).

[4] L. D. Pan, B. K. McCoy, S. Wang, W. Weissflog, and C. C.

Huang, Phys. Rev. Lett. 105, 117802 (2010).

[5] T. Ostapenko, D. B. Wiant, S. N. Sprunt, A. Jákli, and J. T.

Gleeson, Phys. Rev. Lett. 101, 247801 (2008).

[6] M. S. S. Pereira, M. L. Lyra, and I. N. de Oliveira, Phys. Rev.

Lett. 103, 177801 (2009).

[7] B. Wen and C. Rosenblatt, Phys. Rev. Lett. 89, 195505

(2002).

[8] M. S. S. Pereira, I. N. de Oliveira, and M. L. Lyra, Phys. Rev. E

84, 061706 (2011).

[9] Z. Kutnjak, S. Kralj, G. Lahajnar, and S. Zumer, Phys. Rev. E

68, 021705 (2003).

[10] C. Bahr, Int. J. Mod. Phys. B 8, 3051 (1994).

[11] C. W. Garland and G. Nounesis, Phys. Rev. E 49, 2964 (1994).

[12] E. Anesta, G. S. Iannacchione, and C. W. Garland, Phys. Rev. E

70, 041703 (2004).

[13] F. Beaubois, T. Claverie, J. P. Marcerou, J. C. Rouillon, H. T.

Nguyen, C. W. Garland, and H. Haga, Phys. Rev. E 56, 5566

(1997).

[14] M. Marinelli, F. Mercuri, S. Foglietta, U. Zammit, and F. Scud-

ieri, Phys. Rev. E 54, 1604 (1996).

[15] J. Morikawa, T. Hashimoto, A. Kishi, Y. Shinoda, K. Ema, and

H. Takezoe, Phys. Rev. E 87, 022501 (2013).

[16] F. Li, O. Buchnev, C. I. Cheon, A. Glushchenko, V. Reshetnyak,

Y. Reznikov, T. J. Sluckin, and J. L. West, Phys. Rev. Lett 97,

147801 (2006); ,99, 219901(E) (2007).

[17] A. Mertelj, L. Cmok, M. Copic, G. Cook, and D. R. Evans, Phys.

Rev. E 85, 021705 (2012).

[18] G. Cordoyiannis, L. K. Kurihara, L. J. Martinez-Miranda,

C. Glorieux, and J. Thoen, Phys. Rev. E 79, 011702 (2009).

[19] D. Bauman and H. Moryson, J. Mol. Struct. 404, 113 (1997).

[20] A. Lorenz, N. Zimmermann, S. Kumar, D. R. Evans, G. Cook,

M. F. Martı́nez, and H.-S. Kitzerow, J. Phys. Chem. B 117, 937

(2013).

[21] L. M. Lopatina and J. V. Selinger, Phys. Rev. Lett. 102, 197802

(2009).

[22] K. Denolf, B. Van Roie, C. Glorieux, and J. Thoen, Phys. Rev.

Lett. 97, 107801 (2006).

[23] K. Denolf, G. Cordoyiannis, C. Glorieux, and J. Thoen, Phys.

Rev. E 76, 051702 (2007).

[24] M. O’Neill and S. M. Kelly, Adv. Mater. 15, 1135 (2003).

[25] F. Simoni and O. Francescangeli, J. Phys.: Condens. Matter 11,

R439 (1999).

[26] I. C. Khoo, Phys. Rep. 471, 221 (2009).

052511-5

��������� �� ������ � ����



��� ������� ����������

OMENA, DE MELO, PEREIRA, AND DE OLIVEIRA PHYSICAL REVIEW E 89, 052511 (2014)

[27] G. P. Wiederrecht, B. A. Yoon, and M. R. Wasielewski, Science

270, 1794 (1995).

[28] O. Ostroverkhova and W. E. Moerner, Chem. Rev. 104, 3267

(2004).

[29] I. C. Khoo, J. Ding, Y. Zhang, K. Chen, and A. Diaz, Appl. Phys.

Lett. 82, 3587 (2003).

[30] X. Sun, C. Ren, Y. Pei, and F. Yao, J. Phys. D 41, 245105 (2008).

[31] X. Sun, Y. Pei, F. Yao, J. Zhang, and C. Hou, Appl. Phys. Lett.

90, 201115 (2007).

[32] L. Song, W.-K. Lee, and X. Wang, Opt. Express 14, 2197 (2006).

[33] O. Trushkevych, P. Ackerman, W. A. Crossland, and I. I.

Smalyukh, Appl. Phys. Lett. 97, 201906 (2010).

[34] H. Duran, B. Gazdecki, A. Yamashita, and T. Kyu, Liq. Cryst.

32, 815 (2005).

[35] N. M. Kimura, A. de Campos, P. A. Santoro, M. Simes, S. L.
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h i g h l i g h t s

� The synthesis of a new pyrrole

derivative containing the dansyl

group is reported.

� The emission of PyPDG is high

sensitive to the temperature and

polarity environment.

� The emission intensity of PyPDG

enhances as the solvent temperature

is increased.

� The fluorescence of PyPDG is

analyzed in light of a thermally

activated mechanism.

� We characterize the electrochemical

and emission properties of the

polymerized material.
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a b s t r a c t

The synthesis and fluorescence characterization of a new pyrrole derivative (PyPDG) containing the elec-

tron donor–acceptor dansyl substituent is reported. The effects of temperature and solvent polarity on

the steady-state fluorescence of this compound are investigated. Our results show that PyPDG exhibits

desirable fluorescent properties which makes it a promising candidate to be used as the photoactive

material in optical thermometry and thermography applications. Further, the electrochemical and emission

properties of polymeric films obtained from the oxidation polymerization of PyPDG are also analyzed.

� 2014 Elsevier B.V. All rights reserved.

Introduction

The synthesis of new organic p-conjugated compounds has

attracted remarkable interest over the past decade due to the

possibility of exploring such materials in the design of new elec-

tro-optical devices [1–3]. In fact, highly conjugated compounds

have been reported as an excellent alternative to sensing and

imaging applications which require an active matrix with lumines-

cent properties that are sensitive to the external conditions, such

as the medium polarity [4,5] and the environment temperature

[6,7]. In this context, the class of organic molecules containing
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electron donor and acceptor groups has played an important role

once they present a rich phenomenology related to the mechanism

of intramolecular charge transfer (ICT) [8]. In particular, dimethyl-

amino-substituted aromatic compounds may exhibit a dual fluo-

rescence upon a single excitation which is directly associated

with a large charge separation and the emergence of highly polar

excited states from the process of the Twisted Intramolecular

Charge Transfer (TICT) [8]. Indeed, the TICT state corresponds to

a rotational isomer stabilized by a polar medium in which a

complete charge transfer has occurred [8,9]. In addition to the

short wavelength emission arising from the locally excited (LE)

state [10], the deexcitation from the TICT state takes place at a

lower energy level, thus leading to a red-shifted second emission

which is sensitive to the temperature, the polarity, and the

viscosity of the solvent environment [8,10,11]. As a consequence,

compounds presenting the TICT mechanism have been successfully

used in distinct timely applications, such as in real-time microvis-

cosity probes [12], molecular recognition [13], as well as in the

imaging of living cells [14].

Since the prominent work reporting the assembly of a light-

emitting diode based on a polymeric material [15], several studies

have been devoted to the design of new p-conjugated polymers

containing fluorescent groups in their architectures [16–18]. In

particular, such systems exhibit optical and electronic properties

similar to inorganic semiconductor materials, giving rise to a

new generation of organic semiconductors with useful characteris-

tics, such as mechanical flexibility, thermal stability, and low cost

of production. In fact, a large variety of optoelectronic devices

based on conjugated polymers has been demonstrated from the

electronic transport and/or the light emission in these systems,

including organic light emitting diodes (OLED) [19], organic field-

effect transistors (OFET) [20,21], and photovoltaic devices

[22,23]. Although many conjugated polymers have been explored

in the development of optoelectronic devices, polypyrrole and its

derivatives constitute an important class of polymeric compounds

due to their low oxidation potential, high stability, and the good

capability of being chemically modified without the loss of the

conductive properties [24,25]. As a result, properly functionalized

pyrrole derivatives have been identified as ideal photoactive mate-

rials for a large variety of chemosensing applications, such as DNA

recognition [26], diagnosis of hepatitis C virus [27], electronic

tongue [28], and gases detection [29].

An attractive feature of polymeric materials is the possibility to

alter their electronic and spectral properties through the attach-

ment of different functional groups in their polymeric backbone

[30–32]. Such a desirable characteristic has been widely used in

the fluorescent label technique, which explores the side attach-

ment of fluorophore groups in the polymeric chain [33]. Among

the large variety of fluorophore groups, dansyl probes have played

an important role due to their high sensitivity to the environmen-

tal conditions which is associated with the formation of TICT states

[18,4,34,35]. As a consequence, several practical applications have

been realized from the covalent linkage of dansyl groups in a poly-

mer backbone [18,36,37]. By using blends of electroluminescent

polymers and polysilanes functionalized with dansyl moieties, it

was demonstrated that blend-based OLEDs present an improved

performance as compared with OLEDs based on single electrolumi-

nescent polymer [37]. Recently, the synthesis was reported of a

fluorescent polythiophene derivative bearing a donor–acceptor

dansyl substituent that exhibits fluorescent and electrochromic

properties [17].

In the present work, we report the synthesis and spectroscopic

characterization of a new pyrrole derivative containing the elec-

tron donor–acceptor dansyl substituent. 3-(N-pyrrolyl)propyl

dansylglycinate (PyPDG) was prepared by simple route using

dansylglycine as a precursor [38]. The effects of solvation and

temperature on the steady-state fluorescence of PyPDG are

investigated. We show that the resultant compound preserves

the fluorescent properties of the dansylglycine and presents an

electrochemical response inherent to polypyrrole.

Experimental

Materials

Unless otherwise stated, all chemical reagents were purchased

from Sigma–Aldrich, Vetec, or Acros and used as received. The sol-

vents of analytical grade were dried by conventional procedures

and distilled prior to use. The compounds were characterized by
1H NMR spectroscopy, FTIR and elemental analysis.

Instrumentation

The 1H NMR spectra were recorded using a Bruker spectrometer

operating at a frequency of 400 MHz. The FTIR spectra were

acquired with a Bruker IFS66 spectrophotometer using KBr pellets.

The elemental analysis determinations were performed using a

Carlo Erba equipment. Melting points were determined on a Micro

Química MQAPF 301 melting point apparatus and are uncorrected.

Number- and weight-average molecular weights (Mn, Mw) were

measured by size exclusion chromatography (SEC) against polysty-

rene (PS) standards, using a Polymer Laboratory PLGel 10 mm

Mixed-C column, a Shodex RI-71RI detector, and a Shimadzu

LC-10 AD pump, in THF, at a 1.0 mL min�1 flow rate. Cyclic voltam-

mograms were recorded on an Autolab PGSTAT30 galvanostat/

potentiostat by using a three-electrode cell.

Steady-state fluorescence and absorption

In order to investigate the solvation and thermal effects, the

steady-state fluorescence of PyPDG was probed by exciting the

sample with the Innova 90 CW Argon laser (Coherent) tuned at

457 nm. The excitation power was fixed at P0 ¼ 5:2 mW in all

measurements to allow a comparative analysis of the emission

intensity. The emission was collected by an optical fiber connected

to a monochromator Sciencetech, model 9057. The signal was

detected by a photomultiplier tube model S-20 and it was ampli-

fied with a lock-in amplifier SR530 (Stanford Research Systems).

By using a homemade electric oven with a precision of 0.1 K, the

sample temperature was varied from 295 K up to 316 K, in steps

of 3 K. The solutions of PyPDG presented a concentration of

1.0 mg/mL and all emission measurements were carried out at

the same experimental conditions. Absorption spectra were

obtained using a spectrophotometer Perkin Elmer LAMBDA 1050.

Synthesis

1-(3-Bromopropyl)pyrrole and 1-(3-iodopropyl)pyrrole were

synthesized according to the procedure described in previous liter-

ature [38] and were obtained in 64% and 57% yield, respectively.

The data of 1H NMR, FTIR and elemental analysis are in agreement

with those previous reported for both pyrrole derivatives [38].

3-(N-pyrrolyl)propyl dansylglycinate (PyPDG)

1-(3-Iodopropyl)pyrrole (0.66 g, 2.82 mmol) and 1,8-bis(dimethyl-

amino)naphthalene (proton-sponge�, 0.44 g, 2.09 mmol) were

added to a solution of dansylglycine (0.63 g, 2.05 mmol) in 15 mL

dry CH3CN. The reaction mixture was stirred at 50 �C for 1.5 h,

and the white precipitate was removed by filtration. CH3CN

(15 mL) was added to the crude product, which was followed by

stirring, and the precipitate was removed again by filtration. The

A.K.A. Almeida et al. / Spectrochimica Acta Part A: Molecular and Biomolecular Spectroscopy 128 (2014) 812–818 813
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filtration step was repeated until no more precipitate was formed.
The crude product was chromatographed on silica using CH2Cl2 as
eluent to give 0.50 g (59% yield) of the compound as a pale yellow
solid. M.p. 84.9–85.5 �C; 1H NMR (400 MHz, methanol-d4, d): 8.56
(d, J = 8.6 Hz, 1H), 8.37 (d, J = 8.6 Hz, 1H), 8.18 (dd, J = 7.3 and
1.2 Hz, 1H), 7.62–7.54 (m, 2H), 7.27 (dd, J = 7.5 and 1.2 Hz, 1H),
6.57 (m, 2H), 5.99 (m, 2H), 3.80–3.70 (m, 6H), 2.87 (s, 6H),
1.92–1.78 (m, 2H); FTIR (KBr): 3287 (s, m (NAH)), 3098 (w, m
(CAHa) pyrrole)), 2928 (m, mas (CAH)), 2776 (m, mas (CAH)), 1752
(s, m (C@O)), 1576 (w, mas (C@C)), 1325 (w, d (NAH)), 1227 (m, d
(CAH, naphthalene)), 1160 (m, m (CAO)), 789 (m, dout-of -plane (CAH,
naphthalene)), 721 (s, dout-of -plane (CAHa pyrrole)) cm�1. Anal. calcd
for C21H25N3O4S: C 60.70, H 6.06, N 10.11, O 15.42, S 7.72; found:
C 63.05, H 6.27, N 9.09, O 14.05, S 7.54.

Poly[3-(N-pyrrolyl)propyl dansylglycinate] (PPyPDG)

PyPDG (0.40 g; 1.01 mmol) dissolved in 100 mL dry CHCl3 was
added by dropwise to a FeCl3 suspension (0.80 g; 5.04 mmol) in
20 mL dry CHCl3, under N2. The mixture was stirred for 48 h at
room temperature. The polymer was precipitated by addition of
CH3OH, filtered, and purified by Soxhlet extraction with CH3OH.
The purified polymer was dried under vacuum at 50 �C for 6 h. A
black solid (0.16 g) was obtained. 1H NMR (400 MHz, dimethyl
sulfoxide-d6, d): 8.53, 8.35, 8.22, 8.12–7.97, 7.52, 7.37, 7.29, 2.83,
3.80–3.65, 1.78–1.90. FTIR (KBr): 3460 (s, m (NAH)), 2928 (m, mas
(CAH)), 2779 (m, mas (CAH)), 1752 (s, m (C@O)), 1560 (w, mas
(C@C)), 1322 (s, d (NAH)), 1203 (m, d (CAH, naphthalene)), 1143
(m, m (CAO)), 791 (m, dout-of -plane (CAH, naphthalene)) cm�1.
Mw ¼ 2:67� 104; Mn ¼ 1:93� 104 and polydispersity index
(Mw=Mn) of 1.38.

Film deposition

The polymer films were prepared by dissolving 1.0 mg PyPDG
in CH2Cl2 (1.0 mL), followed by their coating onto ITO/glass
(Delta Technologies, 8–12X, coated area = 1.0 cm2) electrodes
via casting of the polymer solution onto the electrode
(100 lL cm�2). The films were then dried at room temperature.
The polymer films had been rinsed with CH3CN prior to the elec-
trochemical analysis.

Electrochemistry

The polymer films deposited onto ITO/glass were characterized
by cyclic voltammetry in 0.1 mol L�1 LiClO4/CH3CN solution as
supporting electrolyte, using a Pt wire as the counter electrode
and an Ag/Ag+ (0.1 mol L�1, CH3CN) electrode as reference, at a
scan rate of 20 mV s�1. Cyclic voltammograms were acquired with-
in the potential scan range of �1:8 6 E 6 0:85 V vs. Ag/Ag+

(0.1 mol L�1, LiClO4/CH3CN).

Results and discussion

Synthesis

The synthetic route to obtain PyPDG and its polymer was
divided into three steps: the first one involved preparation of
pyrrole derivatives, the second was the esterification step and
the third was the polymerization of the monomer using FeCl3
(Fig. 1). Pyrrole derivative was prepared by condensation of the
primary amines with 2,5-dimethoxytetrahydrofuran, in glacial
acetic acid, to give in one step N-substituted pyrrole. This method
is applicable to a large variety of substituted aliphatic and
aromatic amines and it has the advantages of simplicity, mild
conditions and good yields from readily available starting

materials. 1-(3-Iodopropyl)-pyrrole was prepared by nucleophilic
substitution of the brominated precursor. The esterification of
the 1-(3-Iodopropyl)-pyrrole with dansylglycine using proton-
sponge� as a selective proton abstractor affords PyPDG with good
yield. Finally, the oxidative polymerization of PyPDG with FeCl3 in
CHCl3 generates a black polymer (PPyPDG).

Fluorescence of PyPDG

In Fig. 2, we exhibit the absorption and emission spectra of
PyPDG in toluene. In both cases, the sample temperature was kept
at 295 K. From the absorption spectrum, we observe that the
PyPDG presents two absorption bands at ka ¼ 260:5 nm and
kb ¼ 338:4 nm, corresponding to the lowest p! p� transitions
which are typical of the aminonaphthalene derivatives [39]. In par-
ticular, the absorption band centered at ka ¼ 260:5 nm corresponds
to the p! p� transition from the fundamental state, S0, to the
short-axis polarized state, 1La, while the absorption band centered
at ka ¼ 338:4 nm is associated with the transition from S0 to the
long-axis polarized state 1Lb. It is important to stress that the low-
est absorption bands of the aminonaphthalene derivatives are
associated with the formation of locally excited states (LE), which
tend to be insensitive to the solvent polarity. In fact, we have not
observed any effect associated with the solvent polarity on the
absorption spectrum of PyPDG. Concerning with the fluorescence,
we observe that PyPDG presents a broad emission spectrum rang-
ing from 420 nm to 650 nm, with a maximum intensity at
kf ¼ 501:9 nm. The fluorescence spectrum of PyPDG is quite simi-
lar to the emission spectrum of dansylglycine (not shown), indicat-
ing a minor contribution of the pyrrole group to the emission state
of PyPDG. The broad emission of PyPDG can be directly attributed
to the radiative relaxation from the LE and TICT states, with the
later being very sensitive to the polarity of the solvent. Indeed, it
was previously reported that dansyl moieties exhibit a dual fluo-
rescence which is characterized by a double exponential decay of
the transient fluorescence intensity [40,41]. More specifically,
the mixing of 1La and 1Lb polarized states of the aminonaphthalene
group constitute the emitting state of PyPDG, with the emergence
of a charge-transfer state from the promotion of a lone-pair
electron of the amino group into a p�-antibonding orbitals of the
naphthalene ring [39,41]. As consequence, we observe a noticeable
red shift in the emission of PyPDG as the polarity of the solvent is
increased. Although the red shift in the fluorescence spectrum is
typical of p! p� electronic transition, several works have reported
a red shift on the fluorescence phenomenon involving a TICT state
[8]. The data of absorption and fluorescence from PyPDG are
summarized in Table 1.

The Stokes shift ma � mf can be used to estimate the variation in
the dipole moment of the PyPDG molecule upon excitation [6]. In
particular, we use the empirical polarity parameter EN

T introduced
by Reichardt and Welton [5,42], which reduces the effects associ-
ated with the error estimative of the Onsager cavity radius of the
molecule of interest. Further, the EN

T parameter provides a better
description of the microscopic environment of molecular dipoles
in solution rather than the other bulk polarity functions based on
the permittivities and the refractive indices of the solvents, by
including the formation of hydrogen bonding and the distinct
mechanisms of the intramolecular charge transfer [42,43]. More
specifically, the variation of molecular dipole moment can be ob-
tained from:

ma � mf ¼ 11307:6
dl
dlB

� �2
aB
a

� �3
" #

EN
T þ constant: ð1Þ

Here, ma and mf are respectively the absorption and fluorescence
maximum wavenumbers in cm�1. dlB ¼ 9 D and aB ¼ 6:2 Å are
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respectively the dipole moment change upon excitation and the
Onsager cavity radius of the betaine dye [5]. dl and a corresponds
to the variation of the dipole moment and the Onsager cavity
radius of the molecule of interest. In Fig. 3, we present the Stokes
shift of PyPDG as a function of the solvent polarity parameter EN

T .
By determining the slope m from linear regression of the data
(dashed line), we can evaluate the dipole moment variation for
PyPDG by using the following relation:

dl ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

dl2
B �m� a3

11307:6� aB

s

: ð2Þ

From the molar mass and the density of PyPDG,
MP ¼ 415:50 g=mol and qP ¼ 1:21 g=cm3, we estimate the Onsager
cavity radius a ¼ 5:14 Å and the variation of the dipole moment
dl ¼ 3:48 D for PyPDG molecule. This value is in good agreement
with previous results reported for other dansyl derivatives
[4,39,49]. However, the small variation of dipole moment indicates
that the radiative decay from locally excited state corresponds to
the main mechanism for the fluorescence spectrum of the dansyl

Fig. 1. Synthetic route for the preparation of 3-(N-pyrrolyl)propyl dansylglycinate (PyPDG) and polymerization of PyPDG, to obtain PPyPDG.
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Fig. 2. Absorption (solid black line) and fluorescence (solid red line) of PyPDG in
toluene. The dashed lines correspond to the Gaussian deconvolution of the
fluorescence spectrum of PyPDG. (For interpretation of the references to color in
this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

Table 1

Solvatochromic data and solvents parameters: ka (ma) and kf (mf ) are the absorption and fluorescence peak wavelengths (wavenumbers), respectively. (ma � mf ) is the Stokes shift.
� is the solvent dielectric constant and EN

T is the Reichardt solvent parameter [5].

Solvent � ka (nm) kf (nm) ðma � mf Þ (cm
�1) ENT

Toluene 2.36 338.4 501.9 9626.5 0.099
Chloroform 4.81 338.9 512.0 9975.9 0.259
Dichloromethane 8.93 338.5 515.0 10124.6 0.309
Acetone 21.01 338.1 525.6 10551.1 0.355
Acetonitrile 36.64 338.4 528.2 10618.6 0.460
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moiety. In this case, the deactivation of the TICT state is expected

to occur through a non-radiative decay which tend to be more

pronounced as the solvent temperature is enhanced.

In order to investigate the thermal effects on the fluorescence

properties of the system, we show in Fig. 4 the emission spectra

of the PyPDG dissolved in acetonitrile for different temperatures.

For all measurements, the excitation laser power was fixed at

P0 ¼ 5:2 mW and it was rigorously monitored in order to allow a

comparative analysis of the measured spectra. As one can note,

the emission intensity of PyPDG increases as the solvent tempera-

ture is raised, indicating that the reduction of the solvent viscosity

does not play a major role in the fluorescence of this compound.

Such a result contrasts with the typical behavior reported for

molecular rotors based on the TICT phenomenon. Indeed, the emis-

sion intensity of molecular rotors decreases as the solvent viscosity

diminishes due to the enhancement of the molecular torsional

relaxation that induces the radiationless decay [12,44,45]. This is

not the case of PyPDG, although it presents the pyrrolyl propyl as

a very flexible group. In fact, the enhancement of emission inten-

sity with the solvent temperature shows that the fluorescence of

PyPDG takes place through a thermally activated mechanism.

Further, we observe that the fluorescence peak wavelength is not

shifted as the solvent temperature is raised and thus the

thermochromic effect on this system can be disregarded.

The maximum of the emission intensity ImaxðTÞ can be directly

related with fluorescence quantum yield UF by [12]:

ImaxðTÞ ¼ c � c � Iexc �UFðTÞ; ð3Þ

where c represents the gain of the detection apparatus, c is the fluo-

rophore concentration, and Iexc is excitation intensity. If a reference

temperature T0 is defined, we can compute

ImaxðTÞ

ImaxðT0Þ
¼

UFðTÞ

UFðT0Þ
: ð4Þ

By considering that the fluorescence of PyPDG is governed by a

thermally activated mechanism, we can write the effective

emission rate as [8]

kf ¼ k0 þ k1e
�

ea
kBT
; ð5Þ

where ea is the activation energy. k0 is the residual emission rate at

low temperature, while k1 is the amplitude of the thermally

activated contribution. Disregarding the thermal effects on the

non-radiative decay from the excited state, it is straightforward to

show that the quantum yield satisfies an Arrhenius relation which

is given by:

ln
UðTÞ

UðT0Þ

� �

¼
ea
kB

1

T0

�
1

T

� �

: ð6Þ

In Fig. 5 we exhibit the Arrhenius plot for the quantum yields of

the PyPDG as a function of temperature, in solvents with distinct

polarities. As one can observe, the quantum yield increases in both

solvents as the sample temperature is raised. By using Eq. (6), we

can estimate the activation energy from the angular or linear

coefficients of the linear regression (dashed lines). Here, we notice

that the activation energy is very sensitive to the solvent polarity,

presenting a higher value in acetonitrile (ea ¼ 0:13 eV) than that

obtained in toluene (ea ¼ 0:08 eV). Such a result shows that the

radiative decay process of PyPDG is favored in a non-polar environ-

ment, in agreement with previous solvatochromic analysis that

revealed that the fluorescence phenomenon in PyPDG is governed

by the radiative decay from the locally excited state. The enhance-

ment of the fluorescence intensity of PyPDG as the environment

temperature is increased opens the possibility of using such

compound as the photoactive material in optical thermometry

and thermography applications.
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Fig. 3. Stokes shift as a function of the solvent polarity parameter EN
T . The dashed

line represents the linear regression of the data.
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Electrochemistry and fluorescence of PPyPDG

As we have presented above, PyPDG presents a broad fluores-

cence spectrum which is sensitive to the polarity and temperature

of the environment. The presence of pyrrole moiety on its molecu-

lar structure provides the possibility of producing polymeric films

with interesting conductive and fluorescent properties. In order to

characterize the conductive properties of PPyPDG, we present in

Fig. 6 the cyclic voltammogram of the PPyPDG films deposited by

casting onto ITO/glass electrodes. It was observed that PPyPDG

films display an irreversible anodic wave with anodic peak poten-

tial (Epa) at 0:52 V vs. Ag/Ag+ and a poorly defined redox pair in the

cathodic region. Such a result is associated with n-doping of the

polymer, a process in which the cation enters in the polymeric

structure and neutralizes the negative charge formed during the

reduction process.

The cyclic voltammetry can be used to estimate the relative

position of HOMO and LUMO energy levels of the conjugated

polymer, EHOMO and ELUMO, respectively. According to empirical

relationship proposed in previous works [46,47], HOMO and LUMO

energy levels can be obtained from the onset oxidation potential,

Eonset
ox , and the onset reduction potential, Eonset

red , as follows:

EHOMO ¼ �ðEonset
ox þ 4:40ÞeV ð7Þ

ELUMO ¼ �ðEonset
red þ 4:40ÞeV ð8Þ

Eec
g ¼ ðELUMO � EHOMOÞeV; ð9Þ

where Eec
g represents the electrochemical band gap energy. Here, the

energy value of �4:40 eV corresponds to the HOMO/LUMO energy

levels of the reference ferrocene/ferricenium redox pair [48]. Thus,

the HOMO and LUMO energy levels as well as the electrochemical

band gap energy of the PPyPDG films are respectively

EHOMO ¼ �4:72 eV, ELUMO ¼ �3:84 eV, and Eec
g ¼ 0:92 eV. The data

obtained from the PPyPDG cyclic voltammetry show that the

electrochemical oxidation process involves the electron withdraw-

ing from the HOMO of the polypyrrole moiety, while the reduction

process involves the electron addition to the LUMO of the dansyl

moiety. Therefore, a possible electronic transition between polypyr-

role and dansyl groups (Eec
g ¼ 0:92 eV) could be expected for an

absorption band at konset ¼ 1347 nm. Although, this electronic

transition was not observed.

Optical band gap energy Eopt
g of PPyPDG was empirically

calculated from the respective onset absorption wavelength konset ,

determined from UV–Vis spectrum in CH2Cl2. PPyPDG shows an

absorption band at kmax ¼ 338 nm (not shown), similar to the

PyPDG. The corresponding band gap energy was determined from

konset of PPyPDG as being Eopt
g ¼ 2:72 eV. The electrochemical band

gap, Eec
g of the polymer is clearly lower than the optical gap. This

discrepancy shows that the process of absorption and emission

associated to the band at 338 nm must occur in strictly related

electronic transitions by molecular orbitals HOMO/LUMO of the

dansyl chromophore. The pyrrol group (PyPDG) or polymer chain

(PPyPDG) is not associated with the fluorescence process. The

Stokes shift observed between monomer and polymer emissions

occurs due to the change in the molecular dipole moment of these

molecules.

In Fig. 7a, we present the emission spectra of the PPyPDG and

PyPDG dissolved in dichloromethane, at a temperature of

T = 23 �C. As one can note, PPyPDG presents a broad emission band

that almost covers the entire range of the visible spectrum, with a

maximum intensity taking place at kf ¼ 562 nm. Further, a large

red shift is observed as compared to the fluorescence of PyPDG,

which presents a maximum intensity at 512 nm. Such a red shift

of the polymer emission is associated with the enhancement of

conjugation length in the polymeric backbone. Due to the broad

emission band of PPyPDG, it is interesting to characterize the chro-

matic sensation of human eyes to this specific fluorescence spec-

trum from the chromaticity diagram. In what follows, we use the

CIE 1931 representation which is based on the tristimulus values

of a color, representing the intensity combination of primary colors

basis [50]. The chromaticity is represented by a point coordinate

(x,y), which is obtained from the color match functions [51]. In
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Fig. 6. Cyclic voltammogram of the PPyPDG film deposited onto ITO by casting,

recorded in 0.1 mol L�1 LiClO4/CH3CN, with m ¼ 0:02 V s�1.
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Fig. 7b, we show the CIE 1931 chromaticity diagram for the emis-
sion of PyPDG and PPyPDG in CH2Cl2. The chromatic point coordi-
nates are: (x = 0.413, y = 0.484) for the PPyPDG and (x = 0.209,
y = 0.537) for the PyPDG. We observe that the fluorescence of
PyPDG is located in the green region of the chromatic diagram,
while the emission of PPyPDG is close to the yellow region.

Summary and conclusion

In summary, we have synthesized a new fluorescent pyrrole
derivative (PyPDG) containing the electron donor–acceptor dansyl
substituent from a simple route. The thermal and solvatochromic
effects on the fluorescence spectra of PyPDG were investigated.
We showed that the emission intensity of the PyPDG presents a
pronounced enhancement as the solvent temperature is increased,
indicating that the fluorescence of this compound consists of a
thermally activated process. The variation in the dipole moment
of PyPDG molecules upon a photoexcitation was also estimated
from the Stokes shift of PyPDG fluorescence in different solvents.
The dependence of emission spectra on the temperature and sol-
vent polarity provides a clear evidence that the radiative relaxation
from a locally excited state constitutes the major contribution to
the fluorescence phenomenon of this compound. Our results show
that PyPDG is a promising candidate to be used as a photoactive
material in sensor applications, due to the high sensitivity of its
fluorescent properties on the temperature and polarity of the envi-
ronment. Further, we performed the electrochemical and emission
characterization of the polymeric material (PPyPDG) obtained from
the oxidative polymerization of PyPDG. A broadening and a shift in
the emission band of PPyPDG was observed when compared to the
original emission band of PyPDG. The resulting polymer is there-
fore a robust platform to produce light-emitting devices based on
electronic properties of pyrrole group and the fluorescence of the
dansyl moiety.
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